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Scurt istoric 


Bazele teorici probabilităților au fost puse în secolul al XVII-lea de matematicienii 
Blaise Pascal (1623—1662) și Pierre Fermat (1601—1665). Un pasionat jucător de za- 
ruri, cavalerul de Mâr€ (1607—1685), susținea în discuţiile sale cu Pascal că jocurile de 
nu roc uneori conduc la rezultate care contrazic matematica. Astfel, afirma el, a arunca 
un zar de 4 ori pentru a obţine o dată faţa șase este același lucru cu a arunca de 24 de 
ori cite două zaruri pentru a obține e dublă de șase. Dacă aruncăm un zar, avem 6 rezul- 


„ 6) și facem 4 încercări. Avem raportul = =2 . Dacă arun- 


tate posibile (feţele: 1,2, 


căm două zaruri, avem 36 de cazuri posibile (perechile de feţe: (1, 1), (1, 2), ..., (6,6) şi 


24 de încercări. Deci acelaşi raport 23 = Ea Cu toate acestea, cavalerul de Mârâ 


a observat că, jucind în modul al doilea (eu două zaruri aruncate de 24 de ori), pierde 
Taţă de adversârul său, dacă acesta alege primul mod (aruncarea unui singur zar de 
6 ori), ceea ce, credea el, contrazice regulile matematice. Pascal și Fermat au arătat 


însă că probabilitatea de ciștig la jocul cu un singur zar este de 0,518, iar la jocul cu 
două zaruri de 0,492. Deşi diferența dintre cele două probabilităţi este mică, totuşi, la un 
număr mare de partide, jucătorul cu probabilitatea de ciștig 0,518 cîștigă în faţa jucă- 
torului cu probabilitatea de ciştig 0,492. Deci practica jocului contirmă justeţca rațio- 
namentului matematic, contrar creainței lui de Mer6. 

O altă problemă, devenită, de asemenea, celebră prin faptul că a condus la naşterea 
unci noi discipline matematice, a constat în împărțirea mizei la un joc care este între- 
rupt inainte de a fi desemnat un cîştigător. La un joc la care participă doi parteneri 
în condiţii egale este învingător cel care ciştigă trei partide. După tuei partide jucate 
focul se întrerupe, primul jucător avind două partide ciştigate, iar al doilea numai una. 
Cum brebuie să se împartă miza ? Cavalerul de Mere susținea că trebuie să se împartă 
proporţional cu numărul partidelor ciștigate de fiecare jucător, adică cu numerele 2 şi 1. 
Pascal, Fermat și Cristian Huygens (1629—1695), care a contribuit și el la apariţia 
teoriei probabilităților, au demonstrat, pe căi diferite, că miza trebuie împărțită pro- 
poițional cu numerele 3 și 1. Pare curios că nişte savanţi, cărora ştiinţa le datorează 
descoperiti fundamentale, se ocupau de rezolvarea unor probleme neînsemnate puse de 
practica jocurilor de noroc, dar ei erau convinși de impoitanța descoperirii lor din punct 
de vedere filozotic. În scrisoarea în limba latină adresată Academiei de Științe a Franţei, 
prin care Pascal anunța rezultatul cercetărilor sale, el arată că a reuşit să concilieze 
incertitudinile hazardului cu demonstrațiile matematice. 

Mai tirziu, în opera postumă, „Ars conjectandi“ (1713), a unui alt mare matema- 
tician, Jakob Bernouili (1654—1705), se stabileşte, pentru prima oară, că noua teorie 
matematică este fundamentală pentru studiul fenomenelor de masă. Printr-o teoremă 
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itulată de e) „teorema numerelor mari't, J. Bernoulli stabileşte relația ma- 
dintre frecvenţă şi probabilitate după un număr mare de probe. Această Les 
stituie undamentul statist'eii matematice și justifică aplicarea tecriei proba- 
în alte domenii. N. Bernoulli (1687— 1759), editorul operti „Ars conjeelandi“, 
at cu succes teoria probabilităților în științele moral-polilice şi în demografie, 


el Bernoulli (1700— 1782) a fost primul care a aplicat-o la studiul Leoriei cinetice 
zazeloi şi a studiat probleme premergătoare teoriei deciziei de aslăzi. N. Bernoulli 
D. Bernoulli au fost nepcţii lui J. Bernculli. 

Un alt matematician care a adus contribuţii importante în teoria probabilităților 
st Abraham de Moivre (1667—1754). EI a găsit normală legea de probabilităţi, atri- 
puită mai tirziu, pe nedrept, altor oameni de ştiinţă. 

Dar cel care pe drept cuvint trebuie să fie conşiderat ca fondator al teoriei mo- 
derne a probabilităților este Pierre Simon Laplace (1749— 1827). În tratatul său 
analitică a probabilităţiler“ (1813), el expune în mod riguros propoziţiile de 
teoriei probabilităților, enunţă şi rezelvă în anumite cazuri teorema limită cei 
fundamentală în teoria erorilor, și aplică în mod științific calculul probabilităților în 
demografie, astionomie şi în alte domenii. 

Printre marii matematicieni, care au adus contribuţii în teoria probabilităților 
în secolul al XIX-lea, cităm pe Karl Friederich Gauss (1777—1855), Joseph Berană 
(1822 — 1900), Jules Ienri Poincar€ (1854—1912). Trebuie semnalat, de asemenea, și 
aportul școlii ruse de probabilităţi, întemeiată de Pofnuti L.vovici Cebişev (1821— 1894), 
avind ca reprezentanţi străluciți pe Alexandru Mihailovici Liapunov (1857—1918) şi 
Andrei Andreeviei Markov (1856—1922), autorul unor procese stochastice de mare im- 
portanță în ştiinţa de astăzi. 

In secolul nostru s-a realizat axiomatizarea teoriei probabilităților. Au adus con- 
tribuţii în această direcţie, în ordinea vechimii : E. Borel, F. P. Cantelli, BR. Mises, A, N. 
Kolmogorov, O. Onicescu, Bruno de Finetti, V. 1. Glivenko, A. Renyi și alți matema- 
ticieni de seamă. 

Epoca noastră cunoaşte o dezvoltare considerabilă a acestei teorii, care este apli- 
cată, aproape fără excepție, în toate domeniile de activitate (fizică, chimie, biologie, 
tehnică, astronomie, medicină, economie, sociologie, istorie, arheologie, psihologie, 
lingvistică ş-a.). 

De altminteri, aplicaţiile teoriei probabilităților au mers mină în mină cu dezvol- 
tarea ei teoretică. Încă la sfirşitul secolului al XVII-lea au apărut primele calcule de osi- 
gurări, iar astronomul Edmund Halley (1656 —1742) a construit prima tabelă de morta- 
litate a unei populaţii umane. Statistica a căpătat o mare dezvoltare teoretică şi proclică. 
Intemeietorii statisticii ca știință trebuie să fie consideraţi Francis Galton (48221911), 
K. Pearson (1857—1936), R. Fisher (1890— 1962). 

Din teoria probabilităților s-au desprins, în ultimele decenii, noi discipline știin- 
țifice, importante prin aplicaţiile lor : teoria informaţiei, teoria fiabilităţii, programarea 
matematică, teoria deciziei ete. 

În țara noastră există o însemnată şcoală de teoria probabilităților, care, printre 
alte realizări, a introdus în ştiinţă teoria proceselor cu legături complete, aplicate în 
psihologie şi economie. 


Cîmp de probabilitate finit 


$ 1. Evenimente. Operații cu evenimente 
1. Evenimente 


Să considerăm experiența aruncării unui zar. Este, evident, vorba 
de o experienţă aleatoare*, adică de o experienţă al cărei rezultat nu 
poate fi anticipat cu certitudine, el depinziînd de o serie de factori în- 
tîmplători. 

Această experienţă se poate repeta de un număr oarecare de ori. 
Fiecare repetare a experienței se numește prolă. 

Experiența considerată are o mulţime E de cazuri sau de rezultate 
posibile : 

E= (1,2, 3,4,5,6). 

Legate de această experienţă, putem considera diverse evenimente : 

A : apariţia unui număr par, 

B : apariţia unui număr impar, 

C: apariţia unui număr < 3, 

D : apariţia numărului 5 ete. 

Fiecare probă atrage după sine fie realizarea, fie nerealizarea ori- 
cărui eveniment. Astfel, dacă la o aruncare a zarului apare faţa 4, 
atunci evenimentul A s-a realizat, iar evenimentele B, C, D nu s-au 
realizat. 


* Cuvintul „aleator“ are sens de întimplător şi provine de la latinescul „alea“ (zar). 
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Este clar că fiecărui eveniment îi corespunde o mulţime de cazuri 
favorabile, care este o submulțime a lui 2. Aceasta este mulțimea de 
cazuri care realizează evenimentul considerat. 

Astfel : evenimentului A îi corespunde submulţimea (2, 4,6)a lui 2 
evenimentului B îi corespunde submulțimea (1, 3, 5-a lui Li 
evenimentului C îi corespunde submulţimea (1; 2, 3); 
evenimentului D îi corespunde submulţimea (5. 

Se observă că un eveniment oarecare şi submulțimea lui E, aso- 
ciată evenimentului, se determină reciproc şi de aceea nu vom face 
distincţie între ele. 

Vom considera deci fiecare eveniment legat de experienţa consi- 
derată ca fiind o submulțime a lui E. Astfel, vom scrie : 

A= 8246); B=41,3,5); C=(1,2,3); D=(5). 

Evenimentele care au un ngur caz favorabil se numesc eveni- 
mente elementare. Prin abuz de limbaj, vom numi la tel şi elementele 
mulțimii E. 

Mulțimea evenimentelor legate de o experienţă cu un număr finit 
de cazuri posibile se identilică deci cu familia 2(£) a tuturor submul- 
țimilor mulțimii E, a tuturor cazurilor posibile ale experienţei. 


2. Eveniment sigur. Eveniment imposibi 


Reţinem, deci, că orice eveniment este o submulțime a lui E și, 
reciproc, orice submulțime a lui E este un eveniment. 

Dar, printre submulţimile lui £ se găsesc mulțimea vidă Q şi în- 
treaga mulțime E (mulţimea totală). Acestea corespund evenimentului 
imposibil şi, respectiv, evenimentului sigur. 

Evenimentul sigur este acela care se realizează, cu certitudine, la 
orice probă. 

Asttel, la aruncarea unui zar, evenimentul sigur este „apariţia 
uneia din feţele 1, 2, 3, 4, 5, 6“. "Toate cazurile posibile ale experienţei 
sint cazuri favorabile acestui eveniment. 

Evenimentul imposibil nu se poate realiza în nici o efectuare a ex- 
perienţei. EI nu are nici un caz favorabil (spunem că mulţimea cazuri- 
lor sale favorabile este vidă). 
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3. Eveniment implicat de alt eveniment 


Spunem că evenimentul A implică evenimentul B, dacă realizarea 
lui A atrage după sine realizarea lui B. 

Aceasta înseamnă că orice caz care realizează pe A, realizează 
şi pe B, adică mulțimea cazurilor favorabile lui A este inclusă în mul- 
ţimea cazurilor favorabile lui B. 

La aruncarea unui zar, dacă A = (1, 2, 3), B = (1, 2, 3, 4), se 
vede că A implică B, iar ca relaţie între mulțimi A C B. 

Se verilică ușor că A CA, A CE. Evenimentul imposibil implică 
orice eveniment (3 CA). 


4. Operații cu evenimente 


Fiind date două evenimente A, B, legate de o experienţă, „A sau B“ 
este evenimentul a cărui realizare înseamnă realizarea a cel puţin unuia 
din ele. 


La aruncarea unui zar, dacă A = (1, 2, 3), B = (2, 3, 4), atunci 
„A sau B“ = (1, 2, 3, 4)=AUB. 

Reţinem : în loc de „A sau B“ scriem A UB. 

Se poate vorbi de „A sau B sau C“, „A sau B sau C sau D“ etc., 
respectiv de AUBUC, AUBUCUD etc. 

„AA și B“ este evenimentul a cărui realizare înseamnă realizarea 
ambelor evenimente A, B. 

La aruncarea zarului, dacă A = (1, 2, 3], B = (2, 3, 41, atunci 
ambele evenimente se realizează dacă apare una din fețele 2 sau 3, 
adică: 

„A şi BE" =, 3)=AN8. 

Relinem : în loc de „A şi B“ vom scrie A ( B, în loc de „A și B 
şi C“ vom serie ABC etc. 

Ă = „non A“ este evenimentul a cărui realizare constă în nerea- 
lizarea evenimentului A. Mulțimea cazurilor favorabile lui „non A“ 
este formată din toate cazurile nefavorabile lui A. 


Ei) 


La aruncarea unui zar, dacă A = (1, 2, 3), atunci 
A = „non A“ = (4,5, 6) = CA; 


Reţinem : în loc de „non A“ sau „A nu se realizează“ vom scrie CA. 


Se verifică uşor relațiile: A —A; E=A; Z=E. 


5. Evenimente incompatibile. Evenimente compatibile 


” Evenimentele A, B sinl incompatibile dacă nu se pot realiza îm- 
preună în nici o efecluare a experienei. Aceasta înseamnă că realizarea 
unuia din cele două evenimente atrage după sine nerealizarea celuilalt, 
adică A implică „non B* și B implică „non A“. 

Conform celor spuse mai sus, vom scrie AC CB, BCCA. 

Se observă că A, B sînt incompatibile atunci cînd nu au nici un 
caz favorabil comun. 

De asemenea, este clar că A, B sint evenimente incompatibile 
dacă şi numai dacă realizarea lui „A și B*“ este imposibilă („A și B“ = 
= imposibil se scrie, contorm celor spuse mai înainte, A ( B = 2). 

Se verifică uşor, folosind limbajul evenimentelor sau al mulțimilor, 
echivalența relaţiilor : 


ANB=9, ACB. BCOA: 


Evenimentele A, B sinl compatibile dacă se pot realiza împreună în 
aceeași probă, deci dacă au cel puțin un caz favorabil comun. Pe scurt, 
A, B sînt compatibile dacă nu sînt incompatibile. La aruncarea zarului, 
dacă: 

A=(l, 2,3); B=0,3, 4); C=(4,5), 
atunci : 

— A, B sînt compatibile. Ele se realizează împreună dacă apare 
una din feţele 2 sau 3; 

— B, C sînt compatibile; 

— A, C sînt incompatibile. Oricare ar fi rezultatul experienţei, ele 
nu se realizează simultan. 


Lă 


Cu notaţiile din teoria mulțimilor, putem scrie 
ANB=82, 3; BOC=M:ANC=a2. 


Se poate vorbi despre incompatibilitatea (sau compatibilitatea) 
unui număr oarecare de evenimente. 


6. Dualitate de limbaj 


Din cele spuse mai înainte reiese că orice eveniment legat de o 
experienţă, cu un număr finit de cazuri posibile, poate fi interpretat 
ca o submulțime a unei mulțimi E (mulțimea cazurilor posibile ale 
experienţei). 

De aici a decurs următoarea dualitate de limbaj: 


Limbajul evenimentelor Limbajul mulțimilor 
Eveniment. Submulţime a lui E. 
Eveniment sigur. Mulțimea (totală) E. 
Eveniment imposibil. Mulțimea vidă 3. 

A implică B. A OB 

A sau B. AUB. 

A şi B. ANEB. 

non A (eveniment contrar lui A). CA. 

A, B incompatibile. ANB=8. 
Eveniment elementar. (e) sau e, cueeE. 


e Aplicuţie. O urnă conține bile albe şi bile negre. Se eairag succesiv din urnă 
două bile. Cu ajutorul evenimentelor : 

A: prima bilă extrasă este albă, 

B: a doua bilă extrasă este albă, 
să se scrie evenimentele : 

C : prima bilă este neagră, 

D: cel puțin o bilă este albă, 

F : ambele bile sint negre, 

G : 0 bilă şi numai una este albă. 

Rezolvare. Evenimentul „prima bil 
„prima bilă este albă“ 


este neagră“ este contrariul evenimentului 


C= CA 


— Evenimentul „cel puţin o bilă este albă“ înseamnă „prima bilă este albă“ sau 
„a doua bilă este albă“ 
D=AUB- 
— Evenimentul „ambele bile sint negre“ se poate exprima astfel: „prima bilă 


este ncagră“ şi „a doua bilă este neagră“. 
Deci : F= CANCE. 


Se observă, de asemenea, că F este contrariul lui D: 
F=C(4UB). 
— Evenimentul „o bilă și numai una oste albă“ se poato serie : („prima bilă cate 
albă“ şi „a doua bilă este neagră“ sau „prima bilă este neagră“ și „a doua bilă este albă“): 
G= (ANCBU(CAN B). 


Menţionăm că pentru oricare două evenimente A, B, A () CB se notează A—B, 
iar (A—B) U (B— A) se notează A A B și se numeşte diferenţa simetrică a lui A şi B. 
Cu aceste observaţii putem serie : 


$ 2. Probabilitate 


1. Frecvența 


Fie A un eveniment asocial unei experiențe. Dacă, înir-o serie de n 
probe, evenimentul A s-a realizat de n, ori, alunci numim îrecevenţa 


relativă a evenimentului A numărul f(A) —"4. (Acest număr 
n 


depinde de n şi ar fi trebuit notat f„(A), dar vom folosi şi forma f(4).) 

Se verifică uşor unele proprietăţi ale frecvenţei relative : 

1 0 < f(A) < 1 pentru orice eveniment A, 

2 [(E) =1, (E = evenimentul sigur), 

3 f(AU B) = (A) + f(B), dacă evenimentele A, PD sint incom- 
patibile, 

4 f(A — B) — (A) — [(B) dacă B implică A, 

5 [A — B) =fA)—NANB), 

6 RAU B) =fA) + AB) —[NANB), 

7 f(cA)=1— fa). 

Să veriticăm, spre exemplu, relaţiile 5* şi 6. 
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Dacă în cese n probe, A s-a realizat de n, ori şi A (0) B de nanp 


ori, atunci f(A) ="; (A B)= PE. De cîte ori s-a realizat 
n 


n 
(A —B)=AMN LB, înseamnă de cite ori s-a realizat evenimentul 
constînd în realizarea lui A şi nerealizarea lui B. Pentru a găsi acest 
număr, trebuie să scădem din numărul probelor care au realizat A(= n4) 
pe cel al probelor care au realizat și pe B(= nann). 


Rezultă că nu-p = Na — Napn Şi deci: 


NA —B) = 74 Panz — 24 — Pina — f(A) — (A NB) 
n n n 

Dacă A, B sînt incompatibile, atunci na -+ nm este numărul de 
probe care realizează A U B (rezultă 37). Dacă cele două evenimente 
sînt compatibile, atunci din n4 + ny trebuie să scădem n„pr (probele 
care au realizat şi pe A şi pe B au fost numărate de două ori în suma 
na + np: o dată printre cele care au realizat pe A şi o dată printre 
cele care au realizat pe B). Deci nau = Na+ nn — Nann Sau 


FA U B) = A) + RB) — NA NB). 


- Multe experiențe prezintă fenomenul de regularitate stalislică, adică 
dacă m şi n sint numere mari şi A este un eveniment legat de o astfel de 
experiență, atunci [„(A) și [m(A) nu diferă mult între ele şi această dife- 
renţă este cu atit mai mică cu cît cele două numere m, n sînt mai mari, 
Aceasta ne sugerează că frecvențele oscilează în jurul unei anumite 
valori şi că apropierea de această valoare este cu atît mai mare cu cît 
numărul n este mai mare. Nu întotdeauna putem cunoaște această va- 
loare, deoarece nu putem repeta decît de un număr finit de ori experienţa. 


Exemplu, S-a efectuat următoarea experienţă : s-au introdus într-o urnă două bile 
— una albă şi una neagră —, s-au făcut ezirageri succesive, punindu-se după fiecare exira- 
gere bila eatrasă înapoi în urnă. După 2.000 de eztrageri, bila albă a apărut de 994 de ori ; con- 
tinuindu-se experiența, după 4000 de extrageri bila albă a apărut de 2008 ori. Deci f,os0= 
= 0,497; fioa0= 0,502. Dacă am continua ezperiența, am găsi pentru frecvenţă valori 
care sînt foarte apropiate de 0,5. 


Noţiunea de frecvenţă relativă este suportul empiric al noţiunii de 
probabilitate. 
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2. Probabilitate 


A defini o probabilitate în raport cu o experienţă, avînd un număr 
finit de cazuri posibile. înseamnă â asocia fiecărui eveniment A, legat 
de respectiva experienţă, un număr P(A) numit probabilitatea eveni- 
mentului A. În plus, este natural să cerem ca P să aibă proprietăţile 
frecvenţei relative, printre care sînt şi proprietăţile 1—7, 

Se constată că proprietăţile 1*—3* sînt suficiente, din ele deducîn- 
du-se toate celelalte. Cum orice eveniment poate fi considerat ca o sub- 
mulțime a unei mulțimi £, o probabilitate P face să corespundă fiecărei 
submulțimi a lui E un număr real, această corespondență satistăcînd 
proprietăţile 1%, 2%, 3. 

Definiţie. Aplicația P: P(E)— R este o probabilitate dacă: 

a) 0 s P(A) s1, 

v) PE) =1, 

c) P(AU B) = P(A) + P(B), dacă ANB =. 

Proprietatea c) se extinde imediat 

P(ALU AU ... UA.) = P(AD) + P(A4) + ... + P(A,), 
dacă Ay, ...; A, sînt disjuncte două cîte două. 

Dacă P este o probabilitate pe (E), atunci 

d) P(A — B) = P(4) — P(B), dacă BCA, 

e) P(A — B)=P(A)—PANB), 

1) PAUB) =P(4) + P(B)—PANB), 

9) P(CA) =1 — P(A); P(3) =1 — P(E) =0. 

Demonstraţie. d) Dacă B C A, atunci se arată uşor (folosind lim- | 
bajul evenimentelor sau al mulțimilor) că : 


A=BU(A-—B) 


şi de aici 
P(A4) = P(B) + P(A — B) (deoarece B şi A — B sînt disjuncte). 
e) Avem: A—B=A-—(ANB) (exerciţiul) şi ANBCA. 
Conform cu d), 


P(A — B) = P(A)—P(ANB), 
7) AUB =AU(B — A) (exerciţiu) 
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şi de aici 
P(A U B) = P(A) + P(B — A) = P(4) + PB) — PA NB). 
9) AU CA =E => P(A) + P(CA) =1. 
Observaţie importantă 
Dacă cunoaștem probabililalea evenimenlelor elementare, cunoaștem 
probadbililatea oricărui evenimenl. 
Într-adevăr, dacă E = (e, ex, ..-. ex) şi A = (ese Era 


ete Zid) 
atunci : 


A = ten țU tenul U --- U fe) 
şi după axioma b): P(4) = P(eu) + P(es) + -.. + P(e): 
în particular 


P(E) = P(e.) + P(ez) +... + Pe) =. 


3. Cazul evenimentelor elementare echiprobabile 


Dacă E = (es, ex, ---, eu), am văzut că 
P(es) + P(es) + e». + P(e) =. 


Dacă (eu), (es), .--» (ea) au aceeaşi probabilitate (sînt echipro- 
babile) 

P(e) = Pe.) = ... = P(ea), 
titi DO e ia (Ul Data 21). 


n 


Dacă A = fe Cr ===> Cu) atunci 


P(A) = Plen) + Plen) +» + Pe) =. 


n 

Rezultă că, în acest caz, probabilitatea unui evenimeni A esle egală 
cu raportul dintre numărul cazurilor favorabile lui A şi numărul lolal al 
cazurilor posibile ale experienței. 

În multe din aplicaţii se consideră satistăculă condiţia de echi- 
probabilitate a cazurilor posibile ale experienţei. Astiel : 

— Aruncarea unui zar „perfect“ este o experienţă cu 6 cazuri 
posibile echiprobabile. 
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— Extragerea unei bile dintr-o urnă conținînd n bile este o expe- 
rienţă cu n cazuri posibile echiprobabile. 

— Aruncarea a două zaruri este o experienţă cu 36 de cazuri posi- 
bile echiprobabile. 

— Aruncarea de n ori a unei monede este o experienţă cu 2" cazuri 
posibile echiprobabile. 

e Aplicaţie. O urnă conține 3 bile albe și 4 bile negre, iar o altă urnă conține 

die albe şi 5 bile negre. Din fiecare urnă se extrage cite o bilă. Se consideră evenimentele : 

A: bila extrasă din prima urnă este albă, 

B: bila extrasă din a dcua urnă este albă. 

Să se calculeze P(A ( B), P(AU B), P(A-— B), P(CA). 

Rezolvare. Evident, P(A)= =: P(B)= -. 
Experienţa, constind în extragerea celor două bile, are 7-9 = 68 cazuri (egal) posibile» 
Evenimentul A (7) B (prima bilă este albă şi a doua bilă este albă) are 3-4 = 12 cazur 
favorabile. Deci, 


(AIE) asa e 4 
63 21 


Pentru a calcula P(A U B), felosim formula : 
P(AU B)= P(4) + P(B)— P(AN B) 


și rezultă 
: ă 3 
PAUB= - e e E 


ae 
+ 
| 
1 
| 


De asemenea, 


P(A — B)= P(A)— P(AN B)= 


P(CA)= 1 — P(4)= = 


4. Cîmp finit de probabilitate 


Fiind dată o mulțime finilă E şi o aplicaţie D(E) — R, satisfăcînd 


aziomele a), b), c), spunem că s-a dat un cîmp finit de probabilitate. 


În unele cazuri, cind mulțimea E nu este finită, din motive pe care nu le vom 
expune aici, mulțimea evenimenteler nu se consideră familia tuturor părţilor lui LE, ci 
numai o subfamilie 3 a acesteia. Dar P, fiind o funcţie care face ca fiecărui eveniment 
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(element al Iui 36) să-i corespundă un număr (probabilitatea sa), pentru a putea serie 
formulele: P(A U B)= P(A) + P(B) — P(AN B); P(CA)= 1 — P(A) ote, trebuie 
să no asigurăm că, dacă A, B e %, atunci AU B, A) Bă, CA 8. Deoarece 3 
este domeniul de definiţie al funcţiei P, expresiile P(4), P(B), P(CA) P(AU B), 
P(AN B), PUZ) ote-au sens numai dacă A, B, CA, AU B, A B, E ete, aparţin lui 3, 


Probleme 


Să se demonstreze : 

1. CAUB! CAN CEB. 
2. CAN B)= CAUCE. 
Să se generalizeze cele două relaţii. 
3. Un zar are feţele 1, 2 vopsite roșu, fcțele 3, 4 vopsite galben, feţele 5, G vopsite 

albastru. Se aruncă acest zar și so notează cu: 
A: evenimentul obținerii unei feţe roșii» 
B: evenimentul obţinerii unei feţe galbene, 
G: evenimentul obținerii unei feţe albastre, 
D: evenimentul obținerii unui număr par, 
F: evenimentul obținerii unui număr impar, 


(Ik): evenimentul obţinerii feţei cu E puncte (k 1,2, 3,4, 5,6). 
Să se arato că: 

AN5=0;(A=C4); 

2); BOD= W:;COD= 40): 

(W; BOP= BI; CcNF= 65); 
d (AUBNOD= (UN D)U(BND)= PIUUI 


4. O ţintă este formată din 10 cercuri concentrice de raze re (= î» 2, «+, 10), 
rr... < Te: Evenimentul Ag constă în nimerirea cercului de rază ra. Să se 
spună ce înscamnă evenimentele : 

a) A= A — Asi 

5 B= A Ai 

€ C= de 

Să se arate că: 

d) As C Aer (= Dn 2 se 9 

5. O persoană urmează să dea patru telefoane Ja patru numere diferite. Fiecare 
număr este format o singură dată. Notăm cu A, evenimentul că la chemarea i nu pri- 
meşte răspuns. Cum se seriu evenimentele : 

a) primeşte răspuns la toate chemările ; 

b) la cel mult o chemare nu primeşte răspuns ; 

c) la cel puţin o chemare nu primește răspuns ; 

d) la o singură chemare nu primește răspuns ; 
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€) nu primeşte răspuns la prima chemare şi Ja încă una din celelalte trei chemări, 
iar le celelalte două chemări primește răspuns ? 

6. O urnă conţine n bile numerotate cu 1, 2, ..-» n. Notăm cu (AK) evenimentul 
ca la o extragere să obținem o bilă numerotată cu un multiplu de k. Să se arate că: 

4) (M21) = (43) (u7); 

2) (10) N (16) = (30); 

e) dacă (Ma) C (Mb), atunci b este un divizor al lui a şi reciproc ; 

d) (Ma) N (2) = (Ma, 21), 
unde (a, b] este cel mai mic multiplu comun al numerelor a și b. 

7. O urnă conţine n bile numerotate 1,2, ..., n. Din această urnă se extrage o bilă, 
Se consideră evenimentele : 

A : bila extiasă dă un pătrat perlect, 

B: bila extrasă dă un număr care mărit cu 1 este multiplu de 3. 
Aceste evenimente sint compatibile ? Sa se calculeze P(A UB). 

8. O urnă conţine 10 bile albe şi 6 bile negre. Din această urnă se extrag succesiv 
2 bile, nepunindu-se înapoi prima bilă extrasă. 

Se cer: 

a) probabilitatea ca cele 2 bile să fie albe; 

0) probabilitatea ca cele 2 bile să fie negre; 

c) probabilitatea ca prima bilă să fie albă și a doua neagră ; 

d) probabilitatea ca prima bilă să fie neagră şi a doua albă; 

e) probabilitatea ca bilele să fie de aceeaşi culoare ; 

f) probabilitatea ca bilele să fie de culori diferite. 

9. într-un fişier sînt 10 000 de fişe. Care este probabilitatea ca numărul primei fişe 
extrase să conţină citra 5? 

10. Din 100 mere, 10 sint stricate. Care este probabilitatea ca, luînd 5 mere la în- 
timplare, să luăm şi mere stricate ? 

11. Din mulţimea numerelor de 7 cifre diferite ce se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 
4, 5,6, 7 se in la intimplare un număr. Care este probabilitatea ca numărul ales să con- 
țină pe 1 şi 2 ca cifre consecutive în ordine crescătoare ? 

12. Se aruncă 6 zaruri. Care este probabilitatea obținerii tuturor numerelor de la 
1 la 6? Dar probabilitatea să apară cel puţin o dată faţa 5? 

13. Se aruncă o monedă pină cînd obținem deasupra Taţa cu stema. Care este pro- 
babilitatea să facem cel mult 3 aruncări ? 

14. O urnă conţine bile albe şi $ bile negre. Din această urnă este extrasă o bilă 
de culoare necunoscută, Care este probabilitatea ca la o nouă extragere să obţinem o 
bilă albă ? 

15. O urnă conţine 2 bile albe şi 3 negre, iar o altă urnă conţine 3 bile albe şi 4 ne- 
gre. Din fiecare urnă este extrasă cite o bilă. 

a) Care este probabilitatea obţinerii a 2 bile albe ? 

b) Care este probabilitatea obţinerii a 2 bile negre ? 

c) Care este probabilitatea obţinerii a cel puţin unei bile albe ? 

d) Care este probabilitatea obţinerii a 2 .bile de aceeaşi culoare ? 
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16. Păstrind condițiile și notaţiile problemei 6, să se arate că 
Ei 

a 

ZT: 


unde prin [a] notăm partea întreagă a numărului e; 


b) dacă n este multiplu de a, atunci probabilitatea obţinerii unui număr care nu se 


si! 
divide la a este : 
a 


a) P((Ma)) = 


17, Se amestecă un pachet de 10 cărţi de joc numerotate 1, 2,...., 10. a) Care este 
probabilitatea ca prima carte din pachet să fie 1? b) Dar probabilitatea ca primele două 
cărți să lie 1 și 2, în această ordine? 

18. Să se demonstreze formula : 

P(A U A U.-- U Aa) = EP(AD) — EP(A, N A) + e. 
ese bt (IPREP(A, N see D Ap ok ee tr (OIPHP(AL N... N An). 


19. O urnă conţine n bile numerotate 1, 2, ..., n. Se extrag, una cite una, toate 
cele n bile din urnă. Spunem că avem o concordanță la extragerea k, dacă la această 
extragere am obținut bila cu numărul k. Care este probabilitatea obţinerii a cel puţin 
unei concordanţe ? 


20. Păstrind condiţiile şi notaţiile problemei 6, să se arate că: 
a). P((M3) U (M7) = P((M3)) + PUMT) — P(M21)) ; 
5) P((MG) U (M10)) = P((M6)) + P((M10)) — P((430)) ; 
e) PUMa) U (Mb)) = P(Ma)+ P(Mb)) — PUMA, DI). 
21. Cu notaţiile problemei 6, să se arate ză: 
a) P((M2) U (43) U (M5)) = PUM2)) + P((M3)) + P(M5)) — P(M6P— 
— P((M10)) — P(MI5) + P(M30)) ; 
2) P((M6) U (M10) U (M15)) = P((M6))+ P((M10))+ P((M15))— 2P((M30)) ; 


€) P((430) U (142) U (4170) U (1105) = P((M30)) + P((M42)) + 
+ P((M70)) + PUM105)) — 3P((M210)) ; 

d) PUMa) U (Mb) U (Me) = P((Ma) + P(MP) + P(Me)) — P(MIA, 00))— 
— PUMIA, cl) — PUMID, cl) + P((MIa, b, cl). 


Să se generalizeze ultima relaţie. 


22. Cu notaţiile din problema G, să se arate că, dacă a, ?, c sint numere naturale 
prime între ele două cite două, atunci: 


P((Ma)U (Mb) U (Me) = P((Ma)) + P((MB)) + PUME)) — 
— P((Mab)) — P((Mac)) — P((Mbc)) + P((Matc)). 
Să se generalizeze, 
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Probabilităţi condiţionațe. 
Independenţă 


În cele ce urmează, ne vom situa permanent într-un cîmp finit de 
"probabilitate. 


$ 1. Probabilitate condi onată 


mnificația noțiunii 


1. Definiţii 
zi bab ate condiţionată 


de proba 


Să presupunem că avem două urne: U,, conținînd 5 bile albe şi 6 bile 
negre, şi” U,, conținînd 6 bile albe şi 7 bile negre. Din una dintre aceste 
urne (nu știm din care) se extrage o bilă. Care este probabilitatea ca bila 

;să fie albă ? Nu putem răspunde dintr-o dată la această întrebare. Dar 
dacă obținem informaţia : „extragerea s-a făcut din urna U,“, atunci 


putem spune că probabilitatea ca bila să fie albă este îi Să reținem 
-deci că - nu este probabilitatea ca bila să fie albă, ci probabilitatea 


“ca bila să fie albă, ştiind că „extragerea s-a făcut din urna U,“. 
Dacă notăm evenimentele : 
A : bila extrasă este albă, 
B : extragerea se face din VU, 
GC: extragerea se face din U;, 
"vom scrie: 


Pa(A) 
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Da del: 


Spunem că probabilitatea evenimenlului A condilionată de eveni-- 


mentul B este egală cu = „iar cea condiţionată de evenimentul C, cu e 


Să considerăm experienţa aruncării unui zar. Aceasta are 6 cazuri 
posibile. Dacă A = (1, 2, 3); B = (2, 3, 4,5, 6), atunci P(A) 2, 


5 
P(B) =. 

Să presupunem acum că acoperim feţele 2, 3, 4, 5, 6 cu un strat 
subțire de vopsea rnşie. Dacă în urma aruncării zarului s-a obţinut 
o faţă roşie, atunci „-um că s-a realizat B, dar nu știm ce faţă a apărut. 
Ne putem întreba care este probabilitatea ca A să se realizeze după: 
ce am căpătat informaţia: B este realizat. 

În acest moment nu mai avem 6 cazuri posibile, ci numai 5 (cazurile 
favorabile lui B au devenit cazuri posibile). Din aceste 5 cazuri posi- 
bile, 2 sînt favorabile lui A. Rezultă P„(A) = 2. 


Să repetăm acest raţionament pentru o experiență avind n cazuri 
posibile echiprobabile. Dacă B este un eveniment cu m cazuri favora- 
„bile, atunci P(B) = Dacă dintre cele m cazuri favorabile lui Bi, 

n 


n 
În momentul cînd ştim că B s-a realizat, mai avem m cazuri posi 


bile. Dintre acestea p sînt favorabile lui A: 


p 

P(A B) 

P4)=-B- = 2 ea 
ET 


Raționamentul se poate face şi pentru frecvenţe relative. Să pre-: 
supunem că A și B sînt evenimente legate de o experienţă € şi că se- 
face de n ori experienţa. Să presupunem că evenimentul B s-a realizat. 
de nn ori, iar ambele evenimente s-au produs de nana ori. 


Aceasta înseamnă că 


RD) = 223 RA DB) =, 
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În plus, putem considera că frecvența (absolută) a realizărilor lui A, 
printre cazurile cînd s-a realizat B, este nanp, iar frecvenţa relativă a 
lui A, condiţionată de B, este: 


Pana 
Ay Bana n _ NANE), 
ji) Bi 2 i 
n 


Aceste observaţii, ca și altele pe care nu le prezentăm aici, ne con- 
duc la alegerea egalităţii: 
- PAD B) 
Po(A4) =, (P(B [?) 
(A) 7) (P(B) 2 0) 
ca definiţie a probabilității condiţionate (și în cazul în care A şi B nu 
sînt legate de o experienţă cu un număr finit de cazuri echiprobabile). 


2. Probabilitatea intersecţiei de n evenimente 


Să scriem din nou relaţia de definiţie a probabilității evenimen- 
tului A, condiţionată de evenimentul A, (P(A,) 40): 
P(A DA) 
Pa(As) =, 
(42) PA 
care se mai poate scrie: 
P(A. (MO A) = P(A,)- Pa(A2). 
Această relaţie se poate generaliza : 
P(As N Aa --- N An) = P(A n) Pa (As) Paunai(43) 
Pasnasn * * *nag_j(4n): 
Această relaţie rezultă înmulțind membru cu membru relaţiile: 
P(A.) = P(4), 


PulAs) = 
i 
P(A, DA As 


_ PAD 430.0 A) 


Pamnaan” * "nam-a(A0) — Pau 20-A) 
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Formula demonstrată este utilă la calcularea probabilității unei 
intersecţii de evenimente, atunci cînd probabilitățile condiţionate care 
“apar se calculează cu uşurinţă fără a folosi definiţia. Iată cîteva exemple : 

1) Se aruncă două zaruri, unul alb şi altul roșu. Este o experiență cu 36 de 
“cazuri posibile, 

Fie A si B evenimentele : 

A: la primul zar apare fața 5, 

B: numărul total de puncte obţinute la cele două zaruri este >9. 

Avem: P(A)= Sa Pia). 
A . 6 6 

Intr-adevăr, cazurile posibile ale experienței sint perechi de numere (primul număr 

scris este cel apărut la zarul alb iar cel de-al doilea, numărul apărut la zarul roşu) : 
DD 3) 4) 45) (1 6) 
D222) 85 (2,6) 
8002839840 85 (3, 6) 


GD 42 4,3) 40) 4,5 [GL] 
606.2 6,3) 6v|L65I| 


65] 


6,0 6,2 6,36 DI[G65] [6 | 
Cazurile favora 


e lui A sint cele subliniate, iar cele favorabile lui B sint înca- 
„drate, Se ubservă că două cazuri sint subliniate şi incadrate, adică sint două cazuri fa- 
vorabile atit lui A, cit şi lui B “deci lui A) B). Acestea sint (5, 5); 5, 6): PAN B)= 
1 
18 
Dacă ne interesează PB), adică probabilitatea ca suma celor două numere ob- 
ţinute să lie >9, ştiind că primul zar a dat 5, după definiţie 


P(AD B) 
PCA) 


PAB 


La fel, 


Dar aceste probabilităţi condiţionate se pot calcula mai rapid, printr-un raţiona= 
ment mai direct, fără folosirea definiţiei probabilității condiţionate. 
în momentul cînd s-a spus că A s-a realizat, mai avem la dispoziție 6 cazuri po- 
sibile (cele care pot realiza pe A): (5, 1); 5, 2); (5, 3): (5, 4); 6, 5); 6, 6). Dintre 
acestea, 2 sînt favorabile lui B: (5. 5); (5, 6). Deci 
î 1 
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2y Aer 3 urne: U,(3 bile albe, 4 bile negre), U, (4 bile albe, 5 bile negre), U. (3 bile 
albe, 6 bile negre). Din una din aceste urne se exlrag? o bilă. 

Să considerăm evenimentele : 

A: bila extrasă este albă, 

Au: extragerea se face din Ui, 
extragerea se face din U, 
As: extragerea se face din Us: 
Ne dăm seama imediat, fără a folosi definiţia, că 

3 4 5 


Papi Pad) Pali) age : 


3) O urnă contine a bile albe şi b bile negre. Se extrag succesiv două bile (fără întoar- 
cerea bilei extrase în urnă). 

"Să considerăm evenimentele : 

A: prima bilă extrasă este albă, 

B: a doua bilă extrasă este albă. 

Este clar că P„(B)= ai (eind s-a afirmat că A s-a realizat, deci că prima 
Dilă a fost albă, în urnă au rămas d -+ b — 1 bile, dintre care a—1 albe). 

Dacă se extrag 3 bile şi 

A: prima bilă este albă, 

B:.a doua bilă este albă, 

C: n treia bilă este neagră, 


LA 
PAB) = E Pins) = aa 


Se exirag succesiv 3 bile (Tără întoarcerea 
ilă să fie albă, iar celelalte două negre ? 
a bilă 


4), O urnă contine 6 bile albe şi 5 bile negre. 
bilei extrase). Care este probabilitatea ca prima 

Rezolvare. A, : prima bilă este albă ; A, : a doua bilă este neagră ; As: a tri 
este neagră. 


P(A. N As A) = P(AD-Pas(A2)" Pan as 4) 


$ 2. Evenimente independente 
Să reluăm experienţa aruncării unui zar. Mulțimea cazurilor po- 
sibile este E = (1, 2, 3, 4, 5,6). Dacă4 = (1,2,3); B = (2,3,4,5.6), 
atunci P(4) =; P(B)— 2; P(CA) = Ai BC B) =. Pa(4)=-i 


5 


Poz(4) = 15 Pa(B)=2-: Poa(B) = 1 ete. 
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Ce rezultă din aceste egalităţi ? Probabilitatea lui A este Cn În 
momentul cînd căpătăm informaţia că s-a realizat B, probabilitatea 
lui A se modifică, devenind —2-, iar dacă B nu s-a realizat, devine 1. 

5 


La tel, probabilitatea lui B este —2-, iar dacă A s-a realizat, devine 


a 


=2. etc. 
3 
Concluzie : fiecare din evenimentele A, B îşi modilică probabili- 
tatea în funcţie de realizarea sau nerealizarea celuilalt. Este natura) să 
spunem că A și B sînt evenimente dependente. Să considerăm acum un 
nou eveniment: D = (2, 3, 4, 5). Avem: 
> 
cala 


Po(A) 2 = A ; Poo(A4) 


4 A 
P(D) == ; 
PA(D)= 2 ; Pau(D) = ete. 


Concluzie : evenimentele A, D sînt asttel că nici unul din ele nu-și 
modifică probabilitatea de a se realiza sau de a nu se realiza, în func- 
ţie de realizarea sau nerealizarea celuilalt. Este natural să numim eve- 
mimentele A, D independente. S-ar părea că, pentru a fi asigurată in- 
dependenţa a două evenimente, este nevoie să fie satisfăcute multe re- 
laţii. În realitate, pentru ca două evenimente A, B să fie independente, 
este necesar și sulicient ca 


P(A N B) = P(4)-P(B). (49) 


Într-adevăr, să vedem ce înseamnă că probabilitatea P(A) a eve- 
nimentului A rămîne neschimbată, dacă facem ipoteza că B s-a realizat : 


P(A) = Pa(4) < P(A) = Doe PA NB) = P(A)-P(B) 
La fel: 


P(B) = Pa(B) = P(A N B) = P(A)-P(B), (P(A) 2 0)* 


* Rolaţia P(AMN 8) = P(A)-P(E) este mai gonorală ca P(4)= FCADE sau 


P(B) 
PANB 


P(B)= i pentru că nu mai necesită condiţia P(B) 0, respectiv P(A) 0. 
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adică relaţia (1) ne asigură că nici probabilitatea P(B) nu se schimbă 
cînd facem ipoteza că s-a realizat A. 

În plus, o relaţie de tipul (1) rămîne valabilă dacă unul din eveni- 
mentele A, B (sau ambele) se înlocuiește cu CA, respectiv CB. Într- 
adevăr, să presupunem satisfăcută relația (1); avem: 
P(A N CB) = P(A — B) =P(4)— P(A N B) = P(A) — P(4)-P(B) = 

= P(A)-( — P(B)). 
P(A N CB) = P(A)-P(CB). 


Prin definiţie, evenimentele As Aa ss Am sînt independente, 
dacă şi numai dacă probabilitatea oricărei intersecţii de evenimente 
diferite din cele n este egală cu produsul probabilităților evenimentelor 
intersectate. Asttel, A, B, C sînt independente dacă 


PA NB) = P(A)-P(B); PA NO = P(A).P(C); 
P(B N C) = P(B)-P(C) 
PANBNO = P(A)-P(B)-P(C). 


În multe din problemele pe care le avem de rezolvat, ne dăm uşor 
seama că unele evenimente care apar sînt independente, în sensul că 
realizarea unuia (sau unora) dintre ele nu modifică probabilitatea de 
realizare a celorlalte. În această situaţie vom putea scrie că probabili- 
tatea intersecţiei acelor evenimente este egală cu produsul probabili- 
tăţilor lor. Astfel, dacă o experiență (€) constă în efectuarea a două 
experiențe (€,) și (6), care nu-și influențează rezultatele, şi dacă A 
şi B sînt evenimentele legate respectiv de &, şi de d», atunci aceste 
evenimente (ca evenimente ale lui €) sînt independente. 

— Aruncarea a două zaruri este o experienţă (€) care constă în 
aruncarea primului zar (€,) şi aruncarea celui de-al doilea zar (62). 
Este clar că cunoașterea rezultatului obţinut la (€,) nu modifică pro- 
babilitatea nici unui eveniment legat de (£,). 

— Extragerea unei bile din fiecare din urnele U,, Uz, Us conţi- 
nînd bile albe, negre şi roşii, este o experienţă (€) care constă în extra- 
gerea unei bile din U,(6,), extragerea unei bile din Uz(C,) şi extra- 
gerea unei bile din Us(d3). 
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În acest caz, evenimentele : 
A : bila extrasă din U, este albă, 
B : bila extrasă din U, este neagră, 
C: bila extrasă din U, este albă 
sînt independente, ca oricare alte 3 evenimente legate respectiv de 2, 
da ds: 
e Aplicaţie. Se aruncă o monedă de 3 ori. Care este probabilitatea să obținem 
de fiecare dată „stem 
A, : la prima aruncare se obține stema, 
As: la a doua aruncare se obţine stema, 
Aa: la a treia aruncare se obține stema. 


PA D430 A) = PAD P(AD-D(A) = L 


Probleme 


1. O urnă conţine 3 bile albe şi 4 bile negre. Din această urnă se extrage o bilă. În 
locul ei se introduce o bilă de cealaltă culoare și se face o nouă extragere. 

a) Care este probabilitatea ca a doua bilă extrasă să fie neagră, ştiind că prima a 
fost albă ? Dar știind că prima a lost neagră ? Să se observe că dacă: 

A: prima bilă extrasă este albă, 

B : prima bilă extrasă este neagră, 

C: a doua bilă extrasă este albă, 

D:a doua bilă extrasă este neagră, 
atunci cele două întrebări se pot scrie: P„(D) ; Pa(D) ? 

b) Care este probabilitatea ca a doua bilă să fie neagră ? 

Indicaţie. Se observă că evenimentul F = „a doua bilă este neagră“ inseamnă, 


* „prima este albă şi a doua este neagră“ sau „prima este neagră și a doua neagră“, sau, 
cu notaţiile de la punctul a): 


F= (UN D)U(GBN D) 


P(F)= P(AN D)+ P(BN D). 


e) Care este probabilitatea să obținem bile de culoi 
Indicaţie. Se cere probabilitatea evenimentului F 
gră“ sau „prima este neagră şi a doua albă“, adică: 


diferite in cele două extra geri ? 
“ „prima este albă şi a doua nea- 


= UN DU(aN0. 
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2. O urnă conţine 3 bile albe şi 4 nezre, iar o altă urnă conține 4 albe 
negre. Se exlrage o bilă din prima urnă şi se introduce în cea de-a doua, după cari 
face o extragere din a doua urnă. 

Dacă 

A: prima este albă, 

B: a doua este albă, 

a) să se calculeze: P„(B); Pa(B); PA); Pa(B); (A= CA; Ti= CB). 

b) Care este probabilitatea ca a doua bilă să fie ulbă ? 

c) Care este probabilitatea ca ambele bile extrase să fie albe ? 

d) Care este probabilitatea ca bilele apărute în cele două extrageri să ie de aceeaşi 
culoare ? 

3. O urnă conţine 5 bile albe şi 4 bile negre. Sc fac 3 extrageri succesive din urnă, 
fără întoarcerea în urnă a bilei extrase, 

a) Care este probabilitatea ca cele 3 bile extrase să fie de aceeaşi culoare ? 

1) Care este probabilitatea ca 2 bile să fie albe şi una să fie neagră ? 

4. Să se rezolve problema 14) de la capitolul precedent, folosind probabilităţi con- 
diționate. 

5. Să se arate că dacă P este o probabilitate pe P(£), adică luncţia P: (12) = R 
are proprietăţile 12 P(A) =0, VAe P(B); 2 P(B)= 1; % PAUB)= P(A) + 
+ P(B), dacă AM B= 8, atunci a) Pa este o probabilitate pe (2), (P(B) 7 0); 
3) Pu este o probabilitate pe P(B). 

Indicajie. a) Se arată că Pa: P(E) — Rare proprietăţile 16, 2%, 3%; D) Se observă! 
că PD = 1. 

6. Se dau douii urne identice în exterior : U, — conţinind 3 bile albe şi 4 bile negre 
şi U, — conținind 4 bile albe și 5 bile negre. Din una din aceste urne se ia o bilă. Care 
este prcbabilitatea ca bila extrasă să fie albă ? 

Indicaţie. A — „bila extrasă este albă“, A, — pextragerea se face din U,“, A, — 
mextragerea se face din U,“. A obţine o bilă albă (A) înseamnă că extragem din U,(4,) 
şi (1) obținem o bilă albă (A) sau (U) extragem din U,(A,) şi (() obținem o bilă a'bă 
(A), adică : 


A = 4 N AU N 4) 


Rezultă : P(A) = PCA, A) + P(A; A), (Aus Aa sînt incempatibile) seu P(A) = 
= P(AD-Pa(4) + P(A)- PA). 


A 
Se consideră P(4,) = P(43) = 


7. Sintem în condiţiile problemei 6 de la stirşitul capitolului precedent. Să se 
arate că, dacă n este multiplu de a şi b, iar a şi b sînt prime între ele, atunci cveni- 
mentele (Ma) şi (Mb) sînt independente. 


* Restricţia funcției P, : P(2:) — Ra P(B) este o probabilitate pe 2(B). în 2(2, 
complementarea se ia în raport cu B. 
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8. Urna U, conţine 8 bile numerotate 1, 2, ..., 8, iar urna U, conţine 7 bile nu- 
anerotate 1,2, ..., 7. Se efectucază experienţa € constind dintr-o extragere din urna U, 
(experiența €,) şi o extragere din urna U, (experiența €,). 

a) Cite cazuri (egal) posibile are experiența € ? 

Notăm cu A evenimentul legat de €,: „numărul extras din U, este par“ şi totcu A 
evenimentul legat de € : „numărul extras din U, este par“. La fel, B este evenimentul 
degat de €, sau de €: „numărul extras din U, este par“. 

5) Cite cazuri favorabile are evenimentul A, ca eveniment legat de €, ? Dar ca 
eveniment legat de € ? Cite cazuri favorabile are evenimentul B, ca eveniment legat de 
£,? Dar ca eveniment legat de € ? 

e) Comparaţi probabilitatea lui A ca eveniment legat de €, și apoi ca eveniment 
tegat de €. La fel pentru evenimentul 2. Pare natural rezultatul obținut ? 

d) Să se calculeze P(A( B), (A, B evenimentele legate de €). Să se arate că 
P(AN B) = P(A)-P(B). 

e) Să se generalizeze pentru cazul cînd urnele U, și U, conţin nu şi, respectiv, na 
bile, iar A şi B sint două evenimente legate, respectiv, de €, şi Ca: 

9. Doi trăgători trag cite un foc asupra unei ţinte. Primul nimereşte ţinta cu pro- 


E) 
abilitatea iar al doilea cu probabilitatea + Care este probabilitatea ca ţinta să 


fie atinsă ? 
10. 'Trei trăgători trag cite un foc asupra unei ținte. Primul nimerește ţinta cu pro- 


babilitatea a doilea cu probabilitatea A. far al treilea cu probabilitatea aa Care 


este probabilitatea ca ţinta să fie atinsă ? 

11, Se aruncă de 3 ori o pereche de zaruri. Care este probabilitatea să obţinem un 
total de 6 puncte la prima aruncare, 7 puncte la a doua aruncare şi 8 puncte la a treia 
aruncare ? Dar probabilitatea să obţinem 6 puncte la o aruncare, 7 puncte la o altă 
aruncare şi 8 puncte la altă aruncare ? 

18. Urna U, conţine 3 bileelbeşi 4 bile negre, U; — 4albeşi 5 negre, U, — albe 
şi 6 negre, Din fiecare urnă se ia cite o bilă. a) Care este probabilitatea ca bilele extrase 
să lie de aceeaşi culoare ? b) Care este probabilitatea ca o bilă să fie albă şi două să fie 
negre ? i 

18. Două persoane joacă un joc. Partida este ciştigată de cel care obţine primul 
al treilea punct. Dacă scorul este 2—1 în favoarea unuia din jucători, care este proba- 
bilitatea ca el să cîştige partida ? Se admite că jucătorii sint de forţe egale, adică orice 
punet pus în joc este adjudecat de unul din cei doi parteneri cu probabilitatea 1/2. 


Scheme de probabilitate 


1. Schema binomială generalizată (Poisson) 


Dacă A, A 
lalea să se realize: 
este coeficientul lui 2* din polinomul : (ps + q(prz + q2) - - (Pat + dn 
unde probabilitatea P(A) = pui qi = pei = 2 n). 

Cum scriem evenimentul A, a cărui realizare înseamnă realizarea 
a k din cele n evenimente ? Pentru a se realiza A, trebuie să se reali- 
zeze k din evenimentele A, (fie A, Ap ss Aa, aceste evenimente) 
şi să nu se realizeze celelalte n — 4: Av «sn Arp adică trebuie să 
se realizeze unul din evenimentele de forma : A, N A, N --: NA N 
(FAS ta Ps GA! 

Rezultă că A este reuniunea evenimentelor incompatibile de această 
formă : 


> ss Au Sînt evenimente independente, atunci probabili- 


AsU(A4, NA, N... N Ass N Aa N ss DA) 
unde fi, iz, ..-, iu) parcurge familia submulțimilor de K elemente ale 
mulţimii de indici (1, 2, ..., n). Rezultă 


P(A) = Epis"P ee "Pra pan ee e 
Se observă că suma din membrul drept al acestei egalităţi este 
egală cu coeficientul lui z* din polinomul (psz-+qi)(pst +42) - - -(Pat-qa)- 


e Aplicaţie, Sedau 3 urne: prima conține 2 bile albe şi 3 bile negre, a doua 


conține 4 bile albe şi o bită neagră, iar a treia conține 3 bile albe şi 2 bile negre. Din fiecare 
urnă se extrage cile o bilă. Care este protabilitetea ca 2 bile să fie clbeşi una neagră? 
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k din cele n evenimente (și să nu se realizeze n — k) + 


Rezolvare, Considerăm evenimentele independente : 

A: bila extrasă din prima urnă este albă, 

A: bila extrasă din a doua urnă este albă, 

Ag: bila extrasă din a treia urnă este albă. 

Problema cere pr:babilitatea realizării a 2 din cele 3 evenimente. Sintem în cazul 
schemei lui Poisson cu . 


te 2 ai NAD 3 
5 


4 
pi = P(4)=—i 
5 


3 
p= P(4)= —- 
5 
Probabilitatea căutată este coeficientul lui 22 din polinomul 


(znăr | canăcă | ac 


adica 55. . 
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2. Schema binomială (Bernoulli) 


Dacă evenimentele independente Ay, As, -.. Am au aceeaşi proba- 
vilitate, pe = pi; qe=q=1—pţi=1 2, e. n), atunci probabilitatea 
să se realizeze k din cele n evenimente este coeficientul lui z* din polinomul 
(pz + n, adică este egală cu Cipiqn-E. 

Aruncarea unei monede de n ori este o experienţă d care constă 
în prima aruncare (€,), a doua aruncare (6.) etc. 

Dacă A,: „apare stema la prima aruncare“ 

Aa: „apare stema la a doua aruncare“ etc., 
atunci A, As, ---» A, sînt respectiv legate de d, Ca, e... Va, deci 
sînt independente şi p = P(4.) = P(As) = ... = P(A,) 2 (1= 2). 

În acest caz, probabilitatea ca în cele n aruncări să obţinem de k ori 

stema este ej). 
2 2 

În general, dacă A este un eveniment legat de o experienţă şi 

P(A) = p şi dacă repetăm de n ori experiența, atunci probabilitatea 
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“ca A să se realizeze de k ori (prin abuz de limbaj, am spus A în loc de 
As Ap .--, Au) este Ciptgnt, (q=1—p). 

Modelul matematic al schemei lui Bernoulli poate fi dat de o urnă 
în care avem a bile albe şi b bile roşii şi efectuăm din urnă n extrageri, 
“punînd, după fiecare extragere, bila extrasă înapoi în urnă. Probabili- 
tatea ca la o extragere să obţinem o bilă albă este: 

a 

a+5 

Contorm celor arătate mai sus, probabilitatea ca în n extrageri să 
obţinem k bile albe este 


Cupe. 


e Aplicaţie. Se aruncă două saruri de 10 ori. Care este probabilitatea să aparti 
-de 4 ori suma 7? 
Rezolvare. La o efectuare a experienței, evenimentul „apariţia sumei 7“ are pro- 


babilitatea 6 cazuri favorabile din 36 posibile). Deci: 


Răspuns: Gl, [Eu (). 


3. Schema hipergeometrică 


Dintr-o urnă, în care sînt a bile albe și b bile roşii (a + b = N), se 
extrag n bile, n < N, fără câ să se pună înapoi în urnă, după fiecare 
extragere, bila extrasă. Însemnăm prin « numărul de bile albe obţinut 
în n extrageri. Evident, « s n şi a < a. Prin urmare: a < min (a, n). 
La fel, numărul de bile roşii, obținut în n extrageri, egal cu n — a, 
trebuie să îndeplinească condiţia : 


n—asbsauc>n-—d. 
Cum « > 0, rezultă că 4 > max (0, n — 5). 
Deci : 
max [0, n — 5] <a s min [a, n]. 
Probabilitatea ca din n extrageri, efectuate în modul pe care l-am 
arătat, să obținem « bile albe este 


s-a 
Pula) = GE 


Ci 
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Într-adevăr, numărul cazurilor posibile este dat de numărul de- 
combinări făcute cu numărul N de bile din urnă, luat în raport cu nu- 
mărul n de bile extrase. Să calculăm acum numărul cazurilor favorabile, 
adică numărul grupurilor de « bile albe şi (n — a) bile roșii. 

Avem CE grupuri de « bile albe pe care le putem forma cu cele a 
pile albe din urnă și CH-< grupuri de (n — &) bile roşii, pe care le putem: 
forma cu cele b bile roşii existente în urnă. Avem deci: 


CaCu-e 


cazuri favorabile. Rezultă formula de mai sus. 


Probleme 


1. într-o cutie sint 4 pachete.a cite 20 de ţigări. În primul pachet este o ţigară: 
ruptă, în al doilea sînt 2 țigări rupte, în al treilea 3 ţigări rupte, iar în al patrulea, 4. Di 
fiecare pachet se in cite o ţigară. a) Care este probabilitatea să iasă 3 ţigări nerupte 
şi una ruptă ? b) Dar probabilitatea să iasă cel puţin 3 ţigări nerupte ? 

2. Se aruncă 2 zaruri do 10 ori. Care este probabilitatea să obținem suma 7 exact 
de trei ori? 

3. Se aruncă o monedă de 8 ori. Care este probabilitatea să obținem de 4 ori aversul 
şi de 4 ori reversul? Dar probabilitatea să obținem de cel puţin 4 ori aversul ? 

ş 4. Se aruncă un zar de 10 ori. Care este probabilitatea obținerii de 4 ori a unei 
feţe cu un număr mai mare de 4 puncte? 

5. Se dau 4 urne: U, conţine 3 bile albe şi 4 nogre, U, conţine 2 bile albe și 5 negre, 
U, conţine 6 bile albe şi 2 negre, U, conţine 4 bile albe şi 3 bile negre. Din prima urnă 
se fac 3 extra geri, punindu-se, de fiecare dată, bila înapoi în urnă, iar din celelalte 3 urne 


se face cite o singură extragere. 
, Care este probabilitatea obținerii: sau a două bile albe şi a uneia negre din prima 


urnă, sau a două bile albe şi a uneia negre din următoarele 3 urne ? 

6. Să considerăm urnele U,, Us, Us avind compoziţiile U, — 5 bile albe și 5 negre ; 
U, — 4 bile albe şi 6 negre; Uz — 4 bile albe şi 5 negre. Din fiecare urnă se extrag, pe 
rind, cite 5 bile, punindu-se bila extrasă înapoi în urnă. Care este probabilitatea ca 
din 2 urne să obținem 2 bile albe şi 3 bile negre, iar din a treia urnă să obținem altă 
combinație ? 

7. Să ccnsiderăm urnele din problema precedentă. Din fiecare urnă sc extrage 
cite o bilă, bila extrasă punindu-se înapoi. Dacă se efectuează de 5 ori experiența, care 
este probabilitatea ca de 3 ori să obţinem o bilă albă și două bile negre ? 
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8. Un fumător cumpără două cutii de chibrituri. Apoi, de fiecare dată cînd are 
mevoie, scoate la întîmplare una sau alta din cutii. a) Care este probabilitatea ca în 
momentul în care constată că una din cutii este goală, cealaltă cutie să mai conţină k 
bețe, dacă iniţial fiecare cutie a conţinut cite n bețe ? (Problema lui Banach). b) Utili= 
zind rezultatul obţinut, să se arate că: 


Ciu + 2Cia-a + 2:Cia-a + eo. = 200 


9. Dintr-o urnă în care sint așezate toate numerele naturale de la 1 la 90 se extrag 
“6 numere. Care este probabilitatea ca să iasă trei din numerele : 


5, 72, 27, 31, 16, 82? 


10. Un profesor pregătește pentru examenul oral al elevilor săi 20 de bilete, dintre 
are 10 sint de algebră, 5 de geometric şi 5 de aritmetică. Un elev trage succesiv trei 
bilete, fără a pune înapoi biletul pe care l-a tras. Să se determine probabilitatea ca : 

a) cele trei bilete să fie de algebră ; 

b) un singur bilet să fie de geometrie ; 

<) cel puţin un bilet să fie de geometrie. 


2, 


Variabile aleatoare. 
Valori medii 


$ 1. Definiţia variabilei aleatoare. Exemple 


În viața de toate zilele intilnim la tot pasul mărimi care iau valori 
ce se schimbă sub influenta unor factori întîmplători. A de 


exemplu, numărul de 7 a peste o anu- 
mită regiune, numărul | 


le dintr-un an în care cade ploa 
iieţilor din 100 de nou-născuţi, nun 
ărul de bile albe care apar în n 


ivul de puncte 


care apar la aruncarea unui zar, nu 
extrageri dintr-o urnă care conţine bile de diferite culori, printre care 


şi bile albe, masa unui bob de mazăre luat dintr-o anumită recoltă, 
rezultatul obținut în urma măsurării unei mărimi fizice, vile unei 
molecule de gaz ete. În bitolul de faţă ne interesează dintre aceste 


mărimi numai acelea finit de valori. Fiecare din 
mărimile de mai sus poate lua diferite valori în diversele efectuări ale 
experienţei, chiar dacă toate condiţiile rămîn neschimbate la fiecare 
efectuare a experienței. Modificarea valv 


re iau un num 


or are la bază Iuctori întîm- 
mi variabile alealoare (înlim- 


plători. De aceea vom numi aceste ni 
plăloare). 


Pentru cunoaşterea unei va 


bile aleatoare trebuie să cunoaştem, 
mul rînd, valorile pe care le poate lua. Dar cunoaşterea acestor 


în p 
valori este departe de a fi suficientă. După cum am văzut, 


care 
Lori. Deci, unele 
decît celelalte. Variabila aleatoare va 


valoare este luată sub influența unor factori întimplă 
valori pot apărea mult mai d 


fi mult mai bine precizată dacă vom cunoaște 


i probabilitatea cu care 
este luată fiecare valo: 


3 — Eiemente de teoria probabilităi 


— ca. 322 33 


O variabilă aleatoare X o vom_nota schematic: 


x [a 22 e atei) 


Pi Pa --- Pa 

unde în primul rînă al tabloului am trecut valorile posibile ale varia- 
bilei şi sub fiecare valoare probabilitatea cu care X ia această valoare. 
Tabloul de mai sus defineşte distribuția sau reparliția variabilei X. 

În cele ce urmează vom studia numai variabile aleatoare care iau 
un număr finit de valori. Menţionăm că o variabilă aleatoare este o 
aplicaţie a mulțimii E în R (mulţimea numerelor reale). 

Variabilele X şi Y sînt egale dacă X(e) = Y(e) pentru orice e e F. 

Egalităţile de forma X z, sînt evenimente. Deoarece egalităţile 
X=mi; Xa... X = sînt incompatibile două cite două şi 
una din ele se realizează neapărat, avem 


PX = 2) + PA =) + + PA = 
Pita ---Fpa=l. 


$ 2. Operații cu variabile aleatoare 


1. Produsul şi suma dintre o constantă 
și o variabilă aleatoare 


Dacă X este o variabilă aleatoare şi a o constantă, aX este varia- 
bila care ia valoarea az, atunci cînd X ia valoarea az, iar a + X este 
variabila care ia valoarea a + z,, cînd X ia valoarea zi 
Dacă X are distribuţia 


aX are distribuţia 
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iar 
oa |eai e delta 


Pi Pa iată Pn 
2. Adunarea variabilelor aleatoare 


Fiind date două variabile aleatoare X şi Y, vom numi suma lor 


variabila Z = X + Y, care ia valoarea z, + y;, dacă X ia valoarea Ze 
iar Y ia valoarea y;- 


Dacă X şi Y au, respectiv, distribuțiile: 
Z, ... 
x| 1 Za m ). 
Pa Pa +*- Pm 
v(» Wa = Un ]. 
qi a = (n 


aaa e Za se Pt eee pci) 
Pu Pa ese Pag sa Pra 


unde py (i =1,2, ...„.m;j = 2 --. n) este probabilitatea reali- 
zării simultane a egalităţilor X =: Y=yr 


Fiind date mai multe variabile aleatoare X, Y, ..., V, suma lor se 
defineşte asemănător: X+ Y+ ...+ V este variabila care ia va- 
loarea + yj + -.- ko dacă X, p A 
Di Up ese Ve 

De exemplu, fiind date 3 variabile aleatoare: 


x je ei) 
Pi Pa --: Pm 

y fa Va aj 
dida oo dn 


z Se, Za s-- Ze ). 
Lp re 


X+ Y are distribuția 


.., V iau respectiv valorile 
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putem scrie: 


atita Zatii ya e Ema -) 
Pau Pune poe Dare ee Pmms 


Cînd scriem tabloul de distribulie al unei variabile aleatoare, este 
bine să avem în vedere ca valorile din primul rînd să fie diterile două 


soda oz | 


cîte două. 

e Aplienţie. Probabilitatea extragerii unei bile albe dintr-o urnă este p. Din 
această urnă se fue 2 extrageri, punindu-se înapoi bila după prima extragere. Se consideră 
variabilele X, şi Xss prima reprezentind numărul de bile albe ieşite lu prima 
a doua numărul de bile albe ieşite la a doua exiragere. Să se serie distribuția sumei celor două 
variabile aleatoare. 

Evident, cele două variabile au distribuțiile : 


sl he li, 


pa 
unde g= 1 — p. Conform definiţiei sumei variabilelor aleatoare, putem serie : 


141 1+0 0+1-0+0 
PX . 
Lia Pe ap Li 


etragere şi 


Vom serie: 


2 1 0 
a (pe ]; 
pe 2pq e 


Variabila sumă reprezintă numărul de bile albe e în 2 extrageri din urnă. 


3. Produsul variabilelor aleatoare 


Fiind date două variabile aleatoare N Y, vom numi produsul lor, 
variabila XY, care 
ia valoarea 1. 


Dacă 2 


valoarea cînd N ia valoarea 2, şi Y 


9 atun 


Y au distribuțiile 


FĂ 
s 
pu ps se 
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XY are distribuţia: 


xy Tia Pia o Pia se mn j 


Pa Pia e Pi 3 Dau 
unde ps este probabilitatea realizării simultane a egalităţilor 


X=Te Y=yr 


Fiind date mai multe variabile aleatoare X, Y, ..., V, vor numi 
produsul lor variabila X-Y- V, care ia valoarea 24. - ba, dacă 
X.Y, „ V iau, respectiv, valorile z, yy ..-» pa: 

De exemplu, fiind date 3 variabile aleatoare: 


spa Da 
... 0) 


putem scrie 
Zizi ZiWiZa --+ Zay2a »-: Zmnz ) 
Piu Pia --- Poga <-* Pmua 

unde puyx este probabilitatea realiz 


xxz[ 


multane a relatiilor : 


X=ze Y=y, Z 


za 


e Aplicaţie. Să se serie distribuția produsului X, Xa, unde X, 
bilele de la aplicația din paragraful precedent. 
Folosind direct definiţia produsului variabilelor aleatoare, putem serie : 


X, sînt varia- 


di, 3-00 Oxi 0.0 
XX 
P pa ap Lin 


Vom serie deci 


(, ș ) 
Spa = 
p* 2pq9+q 
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4. Ridicarea la putere a unei variabile aleatoare 


Fiind dată o variabilă aleatoare X, vom numi puterea r a variabi- 
lei X variabila X”, care ia valoarea af dacă X ia valoarea zi. 
Dacă distribuţia lui X este 


ară ceia d 
x ) 
Pi P2 -:- Pa 
distribuţia variabilei Xr este 


(2 a sr] 
Pi Pz ::: Pa] 


5. Alte operații cu variabile aleatoare 


Vom numi inversa unei variabile aleatoare X, care ia valori nenule, 
iahila d : 1 zel 
variabila E care ia valoarea —, cînd X ia valoarea a 


z, 
Acesta este un caz particular al puterii unei variabile aleatoare, şi 
anume cazul r = -—1,. 
Fiind date două variabile aleatoare X și Y, astfel ca Y să nu ia 


valori egale cu zero, vom numi raportul lor variabila —p » care ia valoa- 


E: xi . A 
rea —L, dacă X ia valoarea z, şi Y ia valoarea Yi 
vi 


6. Varii 


ile aleatoare independente 


Am văzut că, de cîte ori avem de efectuat o operație cu două va- 
riabile aleatoare X și Y, ne interesează probabilitatea reali simul- 
tane a egalităţilor de forma X =, şi Y = Y;. Noi am notat această 
probabilitate cu ps. Dacă evenimentele (X = 20 şi (Y = y) sînt inde- 
pendente pentru toate valorile indicilor i şi j, vom spune că variabilele X 
şi Y sînt independente. 

În acest caz putem scrie : 

Pu = PX = ze Y =y) =P(X=290 00 =) = 
=P(X = 2):P(Y =), 
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sau dacă 
P(X = 20 = pe şi PY = 9) = 
Pa = Pr 
Dacă avem mai multe variabile aleatoare X, Y, -.-+ V, vom spune 


că ele sînt independente dacă toate evenimentele de forma: 


(X = 29 (Ye e Vw 
sînt independente în. totalitatea lor. 


Dacă 
Da a ese tn y ada Zu Za sis = Be 
x| a ta si). ua Ya se: z| 1 ) 
pi Pa --: Pm di Qa = dn Ti Pa e Pa 
sînt variabile aleatoare independente, atunci putem scrie : 
pi (de ae DE ZU cină aa 
Pih Pie see POI . se Pin 
cazi ji ia see Ey see “ele 
Pa Piz se PU Pmn 
xy +2 a + af Zu aka ee tertytze o" a) ea 
Pai Phra i Pie 0 Pa a 


Variabilele X, şi Xe. din aplicația de la punctul 2 din acest para- 
graf sînt independente. Într-adevăr, evenimentul (X, = 1) este eve- 
nimentul obţinerii unei bile albe la prima extragere, iar (Xa = 1) este 
evenimentul obținerii unei bile albe la a doua extragere. Noi ştim că 
aceste două evenimente sint independente. La tel deducem că eveni- 
mentele (X, = 1), (X2 =0) sînt independente elc. 


$ 3. Valori medii 


Fie X o variabilă aleatoare (legată de o experienţă), care ia valo- 
vile za, ta, - - > Em. Dacă facem de n ori experienţa și valoarea 4; a apărut 
de n, ori (n ktna + -:-Fhm = n), atunci, punînd într-o ordine con- 
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venţională valorile obținute, putem spune că aceste valori sint: 


Media aritmetică a acestor numere este: 


Ma + Mata sk on A mm a ns il a 
- at Dat sk za = 
n n n n 
PF se + [mtme 
unde f, este frecvenţa relativă corespunzătoare valorii z, (i = 1,2, ..., m). 


Această observaţie ne conduce în mod natural la următoarea 


Definiţie, Fiind datălo variabilă aleatoare 


Ti Da ss Za 
P.d , 
ee) 


vom numi valoarea medie a acestei variabile numărul 


n 
[MOD = paz + Dotat e A Data =) pere 


Exemple 


Variabilele X, şi X:, din aplicaţia de la punctul 2 din Ş 2, avînd 
distribuțiile 


au valoarea medie 


1:p +04 = 
X, + Xa, avînd distribuţia 


a aa af 
3 + [pe 2pq e) 


are valoarea medie 


2p'+ 1-2pq + 0-9 = 2p(p + q) =2p. 
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Dacă luăm ca variabilă X numărul de puncte ieşite la aruncarea 


unui zar, atunci distribuţia acestei variabile este 


123456 
XE ata); 


iar valoarea sa medie este 


1 1 


) 1 
ea Sa jeg Pe Ste) 
MAX) = 3 


o, ae aj Sela e 


[i 6 [ 2 


Să scoatem în evidenţă cîteva proprietăţi ale valorii medii. 
1) Valoarea medie a unei constante este egală cu conslanla. 
Distributia unei variabile aleatoare care ia o singură „valoare este 


a 
de torma | 1 ) şi deci valoarea medie va fi egală cu a-l = a. 


2) Dacă X este o variabilă aleatoare şi a o constantă, alunci sint ade- 
vărale relațiile : 

a) Aa + X) = at AX), 

b) Aa N) = aM(X). 


Într-adevăr, fie 


[= Era) i fa 
Pi po o: Pa 
distribuţia variabilei X. Distribuţia variabilei a + X este 


a z Ba sas Un 
miei aicea pi) 
Pi ps Pa 


şi media 

Ma + X) = (a + zopu Fr (a + rdpat --- + (0 + mpa = 
= a(pi + pat se F Pa) Ă (pati + Pata pe cs Pata) = te M(X): 
Distuibuţia variabilei aX este 


„LOT Za see Au | 
a . 
(5, pz =: Pau) 
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——. 


iar media 
Paula) —- pa(az2) + .-- + Palau) = (pati + Paza + sue + pata) = 


&a 


3) Valoarea medie a unei variabile aleatoare 


a jeg Ba sk. SEI) 
Pau Ps --- Pn 


este cuprinsă între cea mai mică şi cea mai mare dintre valorile posibile ale 
variabilei. 

Într-adevăr, fie a cea mai mică dintre valorile 2, a, ..-, dau si A! 
cea mai mare dintre aceste valori. În relaţia 

M(X) => pri + pata + --. F Pata 

membrul drept se micșorează dacă înlocuim toate valorile zi 
(i>=.1, 2,...„n)cua: 

M(X) > pa + pa + ss: + pna = (pik pot: kpua =a. 


Dacă înlocuim toate valorile z, (i = 1, 2, ... n) cu A, membrul drept 
se mărește 
M(C) cpr A Bud ete iei pad) 2 A 
Deci, 
a < M(X) <a. 


4) Valoarea medie a unei sume finite de variabile aleatoare este egală 
cu suma valorilor medii ale variabilelor aleatoare respective. 


Fie 
da Wa 22) 
Da q - da 
două variabile aleatoare. Ne propunem să calculăm valoarea medie a 
variabilei X + Y: 


dati a ui) 
Pi Pa -:- Pm 


PU Dita 


= Ema ) 
Pu pa d 


--- Pan 


xy | 
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Conform definiţiei valorii medii, putem scrie : 


M(X+ Y) = Pula Fa) A Pasi + ya) book Pina + Un) + 
A Pata + Ya) kt Paola + 92) ter Pana + Un) + 


+ Pml( m 9) + psi + ya) ki-.+ d AF Un): 


Se observă în această relaţie că z, apare în toate parantezele din 
prima linie, z în toate parantezele din a doua linie, ..., 2, în toate 
parantezele din a m-a linie. La fel, y, apare în toate parantezele din co- 
loana I, ya în cele din coloana a II-a, ..., y„ în cele din coloana a n-a. 
Deci, dacă vom desface parantezele şi apoi vom da factori comuni pe 
iza, aa. e Tm» Vis Ja o» s» Ym» Vom obţine: 


M(X + Y) = aal(pu ot Pat eee ot Pan) F Za(Paa ok pasa k ----kPan)k 
ese em (Pat Pmat = tPmn) + Di(pu E Pak ss: FPm) + 
AF Va(pas + Poet seek Pa) ot Yam ot Pan tr e: F Pa): 

Să scriem această relaţie mai restrîns: 
m n 
MAL Y) =, 2i(Patpa -- Pa) + FAP part es FD) 
Reamintim că prin pu: am notat probabilitatea evenimentului 
a =z9) NY = 


Evenimentele (Y = y.), (Y = gs), -- (Y = y,) sînt incompatibile 
două cite două și 


(P=mUY=mU ... Ut =) =E, 


unde E este evenimentul sigur. Deci 


(X = 20 =iă =iz) NE =(X =20 NY =yDUY 
= 75 U -.- UP = 
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(X = 2) = IX = NY =pUIAX =z0 NY = 
=yDLU --- UINX = NP =: 
pi = P(X = = PIX =2z) U(Y =y991+ 
+ PIX = 20 NY = 99 e + PIX =z0 07 =] 


sau 
Pi = Pau F Pak --. F Pin 
Raţionind la tel, se poate arăta că: 
MW > Put pa kt sk Pmy 
Putem deci scrie 
m n 


DX zip + PA Yi = M(X) + MY). 


M(X+ Y) 


Valoarea medie a unei sume de două variabile aleatoare este egală 
cu suma valorilor medii ale celor două variabile. 

Proprietatea este adevărată pentru suma unui număr finit oarecare 
de variabile aleatoare. Demonstrația acestei afirmaţii se face prin recu- 
renţă. Pentru aceasta este suficient să observăm că putem scrie 


X+Y+Z=(X+Y)+z. 


Din această relaţie rezultă proprietatea pentru trei variabile alea- 
toare 


MIX + Y +2) = MA + Y) + MI) = MA) + MOD) + M(2). 
În general, dacă ştim că: 
M(X tr Xa ce Xa) = M(XD FL MA) + n MA), 
din relaţia 
RP Xa poe PX Xa RO Xa ok XA Xa 
rezultă 
MIX Xa cet Xa tt Xa) = MO Xa o PX) + 
FE M(zar) = MAD + MAD + e PM) + M(Xau). 
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e Aplicația 1. Să considerăm variabilele X, şi X, de la aplicația de la pune- 
tul 2 din $ 2. Am văzul că 


MN) = p MIX. 


tezultă 


AN, + Na) tr M(X) + MIX 


2p. 


Acest rezultat l-am găsit şi pe altă cale (la începulul acestui paragraf). 

e Aplicația 2. Se aruncă 4 zaruri. Să se calculeze valoarea medie a numă- 
rului de punete oblinule. 

Să notăm cu Xu, Xzo Xa, X, respeeti 
doilea, la al treilea și la al patrulea c: 
toare este 


numărul de punete obținute la primul, la al 
Distribuţia fiecăreia din aceste variabile alea- 


Dacă notăm cu X suma numerelor de puncte ieşite pe fiecare din cele 4 zaruri, 
pentru a calcula valoarea medie a variabilei X este suficient să observâm că 


XX XX 


x 


De aici rezultă 
M(X) = MO 


5) Valoarea medie a unui produs [inil de variabile aleatoare. 


Dr AMN) + MS) + MU 


Fiind date două variabile aleatoare 
20 a a ta Vie +: Un 
a a = aj 4 E 
Pi Pa = Pm dq oo dn 


bilei 


valoarea medie a va 


( Zi Pula ese Ta ne mm ) 
Pia Pus se Pi see Pa 
este 
M(XY) = Punta F Pata + oo F Panta + 
+ Pata $ Pesta + «o k Panta + 


+ Pmitmyi + PmtmYe + = + PmatmUn 
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P În cazul general, această expresie nu se poate simplifica. Dacă însă 
variabilele aleatoare X şi Y sînt independente, se produc simplificări 
însemnate, Știm că în acest caz putem scrie 


Pu = Pqp 
MY) = Pata + Pagataa + «+ e Paqatan -F 
A Paqitali + Pegateya +.» = Paqntayu + 


E Ph? + Pmqatmye + --- + PmdntmYa- 
Dind factor comun p,z, în prima linie, Ps%a în a doua, ..., Pn?m 
în a m-a, rezultă 
M(XY) = Pau E aa kt = + aa) + 


E Peta(a + qoa kt AF qua) + 


E Pama + ga kt ee Fane 
M(XY) > (paza + Pata t --- + Pama + qsat ---  Qaln), 
M(XY) = MOD-M(9). 
Valoarea medie a unui produs de două variabile aleatoare independente 


este egală cu produsul valorilor medii ale variabilelor considerate. 
Dacă se face observaţia 


XYz = (XW)z 


şi că X-Y și Z sînt independente, rezultă, pe baza unui raţionament 
asemănător cu cel din cazul sumei, că valoarea medie a unui produs 
de 3 iabile aleatoare independente în totalitatea lor este egală cu 
produsul valorilor medii ale variabilelor considerate. Se generalizează 
pentru n. 


e Aplicația 1, Variabilele X, şi X, din aplicaţia de la punctul 2 din Ş 2 sint 
independente şi 


M(X) = MAX) = p. 
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Avem deci 
MAX) = p- 
La același rezultat ajungem considerind distribuţia variabilei XX 


sa ( x o ) 
a pe 2para ]” 
e Aplicația 2. Să se calculeze vuloarea medie a produsuitti numerelor de puncte 
care apar la aruncarea a două zaruri. 


Fie X numărul de puncte care apar la primul zar şi Y numărul de puncte care 
apar Ja celălalt zar. Dacă Z este produsul căruia vrem să-i calculăm valoarea medie, 
atunci 

Zz=xXY. 
Deoarece variabilele X şi Y sînt independente, 
M(Z) = MM) 


Ştim că M(X)= M(Y) = 7. Deci 


MI) = - ş 


$ 4. Alte valori tipice ale variabilei aleatoare 


1. Momente 


Fiind dată o variabilă aleatoare X, vom numi moment de ordinul k 
al acestei variabile, valuarea medie a variabilei XE. Vom scrie 


MAX) = MS). 


Dacă Xfare distribuţia 
= pa Ba = Xa 
Pi Pa +-- Pa 


M(XE) = pază + pată + --o + Pate 


atunci 
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ve are momente 


bilă aleatoare care ia numai valori pozi 


O vari 
de orice ordin. 

Fiind date o variabilă aleatoare N 
terea de la constanta « a variabilei N variabila N — a. Momentul «de or- 


i o constantă z, pom numi che 


dinul k. raportat la constanta a « variabilei X, se definește cu valoarea me- 
die a variabilei (X — a). Pentru a =0, obținem momentul initial de 
ordinul k sau, pe scurt, momentul de ordinul k al variabilei X. pe care 
l-am definit la începutul acestui paragraf. Pentru 2 — MIX) — m, 
obținem momentul centrat de ordinul k al variabilei X. Variabila X — 
— AI(X) se numeşte abaterea de la medie a variabilei X sau, pe scurt, 
abalerea variabilei N 
Valoarea medie a abate 


oricărei variabile aleatoare este nulă. 


Într-ade 
M(A — MN) = MO) — UA) 0. 


aleatoare ne interesează cît de mult se abat 


De multe ori, la o variabilă 
valorile variabilei de la valoarea medie. 


i valorilor va 


ebuie să stabilim un indicator 


abilei aleatoare în jurul valorii 
a aceas 


numerice al împr 
medii. Valoarea medie a abaterii de 
împrăştiere, deoarece este nulă pe 
terile diferitelor valori, avind semne diferite, se compensea 
Es caracterizăm împrăștierea variabilei X prin valoa- 
rea medie — M(XN), pe care o vom numi abatere 


medie. Duce 


medie nu poate caracteriz 
tru orice variabilă aleatoare. Aba- 
ă reciproc. 


rte firesc s 


e lo: 


a abaterii absolute 
N are distribuţia 


[a ta se tu 
D. 7 
pi Di ss: Pu 
atunci distribuția abaterii absolute este 
i) | ze Saul ce sata = ll 


| 
( pi p: ... Pa 


unde m = M(X), iar abaterea medic este 


pila — ml pla — m] + + pulza — ml. 


Se observă că semnul expresiilor x, — m nu influențează valoarea aba- 


medii. 


Putem lua ca indicator al împrăștierii variabilei X şi A[(N — n] 
sau AI[(X — m] ete. Folosirea abaterii medii este foarte incomodă 
în caleule. Foarte comodă este în schimb folosirea expresiei 


MI — m]. 


2. Dispersia 


Vom numi dispersie a unei variabile aleatoare X momentul centrat 


de ordinul al doilea al acestei variabile. Vom 


92 — D2(X) = MI(X — m)], 


unde m — M(N). 
Dacă N are distributia 


[2 &: 


arata ti 
Pa Pa e a | 


atunci : 
D%X) = pia — m + pata — m + e. + pulita — m) = 
= pia? — 2maz, + m?) + pal 


— 2maa kr m)... 


see F pu — 2mz + m?) = (pu 


k pa 


+ e put) — 
— 2m(piti + posts + -.- + Dutu) + 

+ mpi + pet sk pu) = AMIN) — 2m + m = 

MN) — [MODE 


a proprietăţi mai însemnate ale dispersiei- 
a) Dispersia unei constante esle nulă 


Să scoatem în evidență cite 


Da) =0. 
Este adevărată şi reciproca acestei afirmaţii. 

b) Două variabile care diferă printr-o constantă au dispei 
Să considerăm variabila 


sii egale. 


i PNR Rita vatra ) 
Pi Pa -:- Pa 


4 — Elemente de teoria probabilităților — cd. 322 
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și VY = X-a, care are distribuţia: 


za zata ... za+a 
("pe e 


“ştim că 
m' = MY) + MO) +a =m+a, 
(VP) = pia +a — m + poza +a — m +... + 
-k- Paza +a — m = put ta —m— ap... + 
E pata +- a — m — a +... + paza ta —m— a = 
= pila, — m? ++ pala — ME + -- + pata — m) = DX). 
c) Dispersia produsului dintre o constantă și o variabilă alealoare 
seste egală cu produsul dintre pătratul constanlei şi dispersia variabilei 
D*(aX) = a:D*(X). 
d) Una din cele mai importante proprietăţi ale dispersiei este ur- 
mătoarea : dispersia unei sume [inile de variabile alealoare independente 
sesle egală cu suma dispersiilor variabilelor. 


DX ot Na ok net Xa) = DX) + DX) + ek DX), 
dacă XX 


++» Au sînt independente două cile două. 
Să notăm 


Yah kr Xa 


D*(Y) = MC) — (MOD, 

DEX + Na eee Xa) = MI Fr Xa e A] — 
— IM Xa see PF XDR MOD pr Ip ca a 4 
pr 2XNa tr eee ot 2XaaXa) — MS) + MA) + e. + 
AA = MS) + MOS + n AMD + 
++ 2M(X)M(X) + «+ 2MOIa- DMI) — MOR — 

= IMOXE — e — MODE — 2M(X)M(X) — e. — 
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— 2M (Xa) M(Xa) = M(X) + MAD re + MOS) — 
(MS) — IMP — = — IMP 
= IM) — (MADY + MAD — (UAI + + 
+ IMA) — (MAEI = DX) + DX) tr e DX): 
De obicei, gradul de împrăştiere al unei variabile alealoare X se ex- 


primă nu prin dispersie, ci prin abaterea medie pătralică D(X) dală de 
relația : 


a = D(X) = VDO) = VMS) IMA). 
Aceasta are avantajul că se exprimă prin aceleaşi unități de măsură 
ca şi valorile variabilei X. Proprietăţile mai importante ale abaterii 
medii pătratice sînt: 


D(a) = 0, dacă a este constantă; 
D(X + a) = DX); 
D(aX) = al DX). 
Aceste proprietăţi le are şi trebuie să le aibă orice mărime menită 
să măsoare gradul de împrăştiere, ele exprimînd proprietăţi intuitive 


ale gradului de împrăştiere. În plus, abaterea medie pătratică are pro- 
prietatea că dacă 


si = D(X), ca = D(X2), -- n an = D(X,) 
unde X,, Xa, +.» X„ sînt variabile aleatoare independente, 


atunci : 


a = D(X, + Xa +... + Xa) = Vo FoiF Fo 


Probleme 


1. Se aruncă două zaruri şi se notează cu S numărul total de puncte care apare 
Să so formeze tabloul distribuției lui S. 

2. Se aruncă două zaruri. Se acordă 12 puncte dacă suma fețelor care apar este 2 
sau 12, 4 puncte dacă această sumă este 7 şi 1 punct pentru celelalte cazuri. Să se scrie 
distribuţia numărului N de puncte acordat celui care aruncă zarul. 
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3. În condiţiile problemelor 1 şi 2, să se facă labloul pentru S + 1 şi pentru 2N. 


0 au 
03 07) 


Să se facă Labloul pentru X*, (ne N). 


bila aleatoare 


5. Se dau variabilele 


i) 1 = i 
3 0,3 04]! “los os)" 


Să se facă Labloul de distribuţie pentru X* şi Y* (ne N). 


6. Distribuţia variabilei X este 


1 2 3 4 

x fi lori 
pP —P—= = 

A 3 6 


Care este probabilitatea ca X să i 


o valoare <3? 
7. Să se serie Labloul de distribuţie al sumei variabilelor aleatoare independente 
1 2 3.4. 6.0 18: 3 4456 
e, N PE UR AR, i: Mc, || oa [UE ac Vo ae dl ai 
666666 666666 


4. Dacă variabilele de la problema 5 sint independente, ce distribuţie are suma pă- 
ratelor lor? 


9. Ce distribuţie are suma variabilelor aleatoare independente 


1 01 a 0 a 
x Se a E Lu 
i ai ii dt 
; 3 z 3 i 5 6 
Dar produsul lor ? 
10. Se dau variabilele aleatoare independente 
= o 1 a [1] 1 
1 al a (azo;azi. 
stia EN fm pl 77 că da: e i 
6 3 43 3 


Să se serie distribuția variabilei X + Y. Pentru ce valoare a lui a avem 


PX + Y=0)> 22 
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iabila X are distribuţia 


Ei 0 
D.d 1 ei] [e 
5 3 Şi 


Să se serie reparlițiile variabilelor X + X? ş 


XX. 


se calculeze valoarea medie a variabilelor care apar în problemele 1,2, 3, 4, 


9. 


13. Variabila X are distribuţia 


Pa 
sp DRU să ati adie 
03 041 02 01 


Să se calculeze (MCX), MCX?) M(X — D, MN — 2X). 


14. Să se calculeze valoarea medie a numărului de punele ce se obţin la aruncarea 
a două zaruri. Să se rezolve problema folosind şi rezultatul problemei 1. 


15. Să se caleuleze valoarea medie a numărului total de puncte care apar la arun- 
carea a G zaruri. 


16. Să se calculeze valoarea medie a variabilelor : 


17. Să se calculeze dispersiile variabilelor care apar la problemele 1, 2, 3, 4, 5, 6,7. 


18. Tie X o variabilă aleatoare cu media m și dispersia a* (o 7 0). Să se calculeze 
valoarea medie şi dispersia variabilei 


Y 


s 


19. Să se calculeze dispersia numărului total de puncte care apar la aruncarea a 
sase zaruri. 


20. Se consideră variabila 
d 23 4 


Bl a 2 Al 
pi d 67 dai 
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Să se afle a, şi &, astfel ca variabila 
Y=aX tos 
să aibă media 0 și dispersia 1. 
21. Se dau variabilele independente 


a 12 a+i 1 2 
a | ES ptizuji Sul 
3 EI 


Să se calculeze a astfel ca variabila X — Y să aibă dispersia egală en 


22. O ţintă este formată din 4 cercuri concentrice. De la distanța de unde se trage, 
un trăgător nimereşte în interiorul celui mai mic cerc cu probabilitatea 0,05 și primește 
în acest caz 40 de puncte, în ecroana dintre cel mai mic cere și cel de-al doilea nime- 
xeşte cu probabilitatea 0,2 și primeşte 10 puncte, în coroana următoare cu probabili- 
tatea 0,3 și primește 6 puncte, în ultima coroană nimerește cu probabilitatea 0,4 şi pri- 
meşte 5 puncte. Dacă trage în afara celui mai mare cere nu primește nici un punct, Să 
se facă tabloul distribuţiei numărului de puncte obținute de trăgător cind traşe un foc. 
Dacă trăgătorul trage 3 focuri, să se calculeze valoarea medic şi dispersia numărului 
de punete obţinute. 

23. O urnă conţine bile albe și bile negre. Probabilitatea ca la o extragere să ob- 
ţinem o bilă albă este p. Se fac n extrageri din urnă, punind după fiecare extragere bila 
extrasă înapoi în urnă. Să se calculeze valoarea medie și dispersia numărului de apariții 
ale unei bile albe. 

24. So aruncă o monedă de 10 ori. Să se calculeze valoarea medie 
şi dispersia numărului de apariţii ale „stemei“, 


Elemente de statistică 
matematică 


$ 1. Noţiunile de bază ale statisticii matematice 


1. Populaţie statistică. Caracteristică 


Statistica matematică se ocupă cu gruparea, analiza şi interpreta- 
rea datelor referitoare la un anumit fenomen, precum şi cu unele pre- 
viziuni privind producerea lui viitoare. 

În cadrul analizei statistice a unui fenomen acţionează mai întîi 
statistica descriptivă, care se ocupă cu culegerea datelor asupra feno- 
menului respectiv şi cu înregistrarea acestor date, apoi intervine sta- 
tistica matematică, care grupează datele, le analizează și le interpre- 
tează în vederea unor predicții privind comportarea viitoare a feno- 
menului. 

Vom numi populație slatislică orice mulțime care formează obiectul 
unei analize statistice. 


Elementele unei populaţii statistice se numesc unități stalislice sau 
îndi 


Trăsătura comună tuturor unităţilor unei populaţii care ne intere- 
sează în cadrul analizei statistice se numește caracteristică. 
Analiza statistică se poate face după una sau mai multe caracteristici. 
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Exemple 


a) Dacă ne interese 
de elevii din cl 


rezultatele obținute, la teza de matematică, 
a a Nll-a a unui liceu, atunci: 

— multimea tuturor elevilor din clasa a XII-a a acelui liceu for- 
mează populalia statistică ; 

— fiecare elev din clasa a XIl-a a acestui liceu este o unitate sta- 


- mota la teza de matematic 
1) Dac 


la o anumi 


ă este caracteristica studiată. 


ne interesează numărul locuitorilor din fie! 


re oraș al țări 


i dată, atunci: 
— mulţimea tuturor oră 


şelor ţării la data respectivă formează 
populatia statistică ; 


— fiecare oraş constituie o unitate statistic 
— numărul de locuite 


diată. 


e ca 


e: eteristica stu- 


i la data respectiv 


e) Dacă ne interesează diametrul unor pi 
într-o întreprindere. di 


de acelaşi fel fabricate 


ă, alunei 
elor fab 


— multimea pies 


ricate de întreprindere este popululia 
statistică: 


o piesă constiluie o unitate statistică ş 
stica studiată. 
tribuţia unui grup de copii după culoa- 


- diametrul pies 
d) Dacă ne inter 
rea ochilor 


racle 


culoarea părului, atunce 


— mulţimea copiilor grupului considerat lormea: 


ă populația sta 


Se pot da nenun 


te alte exemple de mulțimi c: 


re pot constitui 
obiectul unei analize statistice : distribuția unui grup de pe 
talie, virst 


soane după 
distribuţia oraşelor după numărul de oameni ai muncii ş 
distribuţia cardiacilor printre fumători ete. 

Din înseși exemplele date rezultă ex 
terislici 


istența a două feluri de carac- 
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—— 


O caracterislică se numeşte canlilalivă dacă se poate măsura. În 
caz contrar, caracteristica se numeşte calitativă. 

Nota la teză, numărul de locuitori, diametrul piesei, vîr 
relribuția lunară ete. sînt exemple de caracteristici cantitative. Între 
i distingem unele care pot lua numai valori întregi 
(numărul de locuitori ai unui or 
numărul ciştigătorilor la loto într-un or: 
se numesc diserele sau disconlinue. 

O caracteristică care poate lua or 


sta, talia, 


aceste caracteri 


„ numărul de copii dintr-o familie, 
Ş ete.). Aceste caracteristici 


ce valoare dintr-un interval finit 
sau infinit se numeşte continuă. Este cazul taliei, greutăţii, lungimii 
firului de păr la oi ete. 

Culoarea părului, culoarea ochilor, sexul, profesia elc. sint exemple 
de caracteristici calitativ 


2. Gruparea datelor 


Să presupunem că s-a măsurat înă 
soane. Rezultatele obținute (înălțimea în centimetri) sint date în la- 
bela 1, în ordinea care ele au apărut. 


Himea unui grup de 120 de per- 


Tabela 1 


zi 161 iz 178 169 
172 10 17i 172 135 
190 174 1724 17 12 158 
170 176 177 164 162 176 
176 17% 1 177 180 175 
174 173 170 156 177 169 
173 172 171 177 176 151 
174 179 167 152 176 171 
179 77 177 178 154 17 
177 173 170 179 170 174 
178 183 155 163 167 175 
165 171 175 175 172 166 


Este clar că, sub această formă, Labela nu ne permite 
prea multe concluzii cu caracler mai general. De aceea, esle necesar să 
facem o grupare a acestor dale. O primă posibilitate de grupare este 


aceea din tabela 2. 


ă tragem 
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Tabela 2 


Sa eu ăia aaa iaca zac | Peste aaai | cazi 24, 
158 1 165 3 121 8 177 9 183 2 
159 bi 166 2 172 $ 178 a 184 1 
161 DZ 167 2 173 83 179 5 185 2 
162 3 168 4 174 9 180 3 186 2 
163 1 169 5 175 10 181 3 188 2 
164 2 170 5 176 9 182 2 190 1 


Aceasta este o tabelă cu două coloane, dar a fost astfel prezentată, 
deoarece are foarte multe | În prima coloană este înălțimea în cen- 
timetri, iar în coloana a doua numărul de persoane care au această 
înălțime. Sub această formă, tabela ne permite să tragem unele con- 
cluzii : înălţimea căreia îi corespunde cel mai mare număr de persoane 
este 175 cm, înălțimilor apropiate de 175 cm le corespund un număr 
mai mare de persoane decit celor mai depărtate ete. 

În tabela 3 sînt prezentate rezultatele obţinute de elevii unei clase 
la teza de matematică. 


Tabela 3 


2 1 7 15 
3 1 8 6 
4 2 9 3 
> 4 10 1 
6 £ 


Din această tabelă putem trage concluzii referitoare la nivelul la 


care s-a prezentat clasa respectivă la teza de matematic 


Din aceste exemple rezultă că analiza statistică a unui fenomen, în 
raport cu o singură caracteristică, ne conduce la o serie de perechi de 
valori, pe care o vom numi serie statistică. În exemplele noastre este 


vorba de perechi de numere, primul num: 
valoarea. caracteristicii (înălţimea în centimetri, nota la teză), iar cel 
de-al doilea număr reprezentind numărul de unităţi statistice cores- 


al unei perechi reprezentind 
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punzătoare acelei valori a caracteristicii (numărul de persoane, numă- 
rul de elevi). 

În cazul caracteristicilor calitative, prima valoare a unei perechi 
nu mai este numerică. 

În tabela 4 este prezentată împărțirea unui grup de 1 500 de per- 
soane după culoarea ochilor, 

După cum se vede, în acest 


Tabela 4 
caz, caracteristica ia patru va- 
negru, căprui, verde, al- | Culoarea ochilor Nr. persoane 

bastru, care nu sînt valori nu- 

merice. Dacă împărțim un grup negri 240 
de persoane după prenume, atunci Sin a 
caracteristica ia una din valo- albaştri 206 
rile : Ion, Gheorghe, Maria etc., Total 1.500 


iar în tabelă, în dreptul fiecărui 
nume, trecem numărul de persoane care poartă acest nume. 

În acest capitol, ne vom ocupa, cu precădere, de serii cu caracte- 
rislici cantitative. 

Atunci cînd analiza statistică a unei populaţii se face după două 
caracteristici, rezultatele obţinute se trec într-o tabelă cu dublă intrare. 
ttel, în tabela 5 este redată distribuţia unui număr de 1500 de 
copii după culoarea ochilor şi culoarea părului. 


Tabela 5 

Culoarea 

ochilor 
Sa negri căprui verzi albaştri Total 
părului 
negru 145 285 35 11 471 
castaniu 62 431 87 67 647 
blond 33 185 128 382 

“Total 240 752 302 206 1500 


Din această tabelă reiese că au fost găsiţi 87 de copii cu ochi verzi 
şi păr castaniu, 33 de copii cu ochi negri şi păr blond, 11 copii cu ochi 
albaştri şi păr negru etc. 
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În cazul seriilor statistice cu o singuri acteristică, pentru ob- 
ținerea cu uşurinţă a unor concluzii generale asupra fenomenului stu- 
diat, tabelele cu două coloane, 
sînt suficiente, dacă 


în jur de 20. 


aşa cum au fost ele prezentate mai sus; 
numărul valorilor pe care le ia caracteris 


ica este 


Cînd acest număr este dep ca tabelei devine greoaie, fiind 
prea voluminoasă. Este cazul tabelei 1. În această situație se impune 
o nouă grupare a datelor. Revenind la tabela 1, împărlim mulțimea 


valorilor caracteristicii în clase, dup 


cum reiese din tabela 6. 

La aceste tabele facem con- 
venţia ca extremitatea dreaptă 
a fiecărei clase (cu exceplii 
ZEERIE eventual, a ultimei clase) să nu 
în centimetri DIE DEXRgaa RI aparțină clasei. Astfel,  clas 


Tabela 6 


: => 165 —170 cuprinde valorile a ale 
160 et acte s 

160 —165 caracteristicii, pentru care 165 s 
105 — 170 e 2170. 
170-173 stil, 
175-180 În cazul pe care l-am pre- 
rr Aa zentat, intervalele reprezintă 
“voal clasele de valori cu aceeaşi lun- 


gime. De la această regulă putem 
excepla, eventual, clasele e 
treme (prima şi ultima). Lungimea acestor int 
de vreo regulă fixă, ea fiind la îndeinina 
împării în intervale să fie cît mai judicioasă. Acest mod de realizare 


ale nu este impu 


tatisticianului, care caută 


a tabelelor (cu clase de valori de 


amplitudini egale sau nu) se im- 
Tabela 7 ai 
pune totdeauna în cazul carac- 


PaRULae teristicilor continue. În tabela? 
în centimetri Nr. elevi 


este dată repartiția elevilor unei 


150 
154 
158 —162 


şcoli după înălţime. 


Ai 1 i rvalelor 
IBE=I0a Aici lungimea intervalelor 
166—170 alese (amplitudinea claselor) este 
peste 170 

“rola! de 4 em. 
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3. Frecvența absolută. Frecvența relativă. 
Frecvenţe cumulate 


Num 
efectivul total al acelei populații. 
Astfel, în tabela 7, populaţia este mulţimea elevilor unei şcoli 
are un efectiv total de 640 de elevi. 
Se numeşte frecvenţă absolută a unei valori z « caraelerislicii nu- 
mărul de unităţi ale populatiei corespunzătoare acelei valori. De exemplu, 
are frecventa absolută 


ul tuturor elementelor unei populaţii statistice se numeşte 


în tabela 2, valoarea 179 cm a caracteristic 
egală cu 5, iar în tabela 3, nota 5 are frecvenţa absolută egală cu 4. 
Este clar că suma Irec 


teristice este egală cu efectivul total al populației. 


enţelor absolute ale tuturor valorilo 


carae= 


fă 
efeclivul 


Se numește frecvență relalivă (sau, pe scurl, [recvenţă) a unci valu 


a caraeteristicii raportul dintre [recvența absolulă a valorii a 
total al populației. Vom serie : 


(a) = 


n 


absolută 


unde f(2) este frecvenţa relativă a valorii x, n, este frecvenla 
a acestei valori, iar n efectivul total al populatiei. 
Deseori, frecvenţa relativă este dată în procenle. 


« vă : 1 ă n E 
În tabela 2, frecvenţa relativă a valorii 179 este = = aq a valorii 
20 2 
: e : L] p 
ete. iar în tabela 3, frecvenţa valorii 5 este 2 = 10% ele. 
40 
În tabelele statistice cu două di 
z apă Tabela 
coloane putem înlocui în coloana 
a doua frecvențele absolute prin Nola co ata 
frecvențele relative. Astfel, tabe- 
la 3, care înfăţişează rezultatele la 2 0,028 
teza de matematică, de către o clasă = 0u0aă 
iii ș 050 
compusă din 40 de elevi. poate fi 5 o,1uv 
scrisă ca în tabela 8 d pai 
și e taniaăi 349 
Deci, în cazul caracteristicilor 8 0,150 
cantitative, aceste tabele scot în E) muri 
10 0,023 


evidenţă o corespondență între dou 
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mulţimi de numere : mulțimea valorilor caracte ticii şi mulţimea frec- 
-venţelor corespunzătoare. Se poate remarca analogia cu distribuția 
variabilelor aleatoare. Dacă distribuţia unei variabile aleatoare o scriem 


(6 Ba <.. Ea ) 

Pi Ps - Pa 

unde pe prima linie sînt trecute valorile variabilei, iar în cea de-a doua 
linie probabilitățile corespunzătoare acestor valori, tabela corespun- 


zătoare unei caracteristici cantitative o scriem ca în tabela 9. 
În prima coloană sînt tre- 


Tabela 7 cute valorile caracteristici, iar 
în cea de-a doua, frecvențele 
Valori Frecvențe corespunzătoare. 
De altfel, noţiunile de varia- 
La fi bilă aleatoare şi probabilitate 


sînt modelele teoretice ale no- 
ţiunilor de caracteristică și res- 
Ta pectiv frecvenţă, care sînt no- 
ţiuni cu caracter experimental. 
De multe ori, în loc de caracteristică se spune variabilă statistică, 


sau, pe scurt, variabilă și noi vom folosi în cele ce urmează şi această 
denumire. 


Vom spune că o tabelă de genul tabelei 9 defineşte distribuţia sau 
ia statistică a variabilei respective. 


repa 


Este ușor de observat că suma frecvenţelor relative ale tuturor 
valorilor variabilei este 1. 

Se numește frecvenţă absolută cumulată crescăloare a unei valori a a 
variabilei suma frecvențelor absolute ale tuturor valorilor variabilei care 
apar pînă la z inclusiv. 

Se numește frecvenţă absolută cumulală descrescătoare a unei valori 7 
a variabilei suma frecvențelor absolute ale tuluror valorilor care apar de 
ta z inclusiv (în cazul caracteristicilor cantitative vom considera de 
aici înainte numai tabele în care valorile variabilei sînt scrise în ordine 
xcrescătoare). 
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Asttel, frecvența absolută cumulată crescătoare a valorii 6 din 
tabela 3 este 15, iar frecvenţa absolută cumulată descrescătoare a ace- 
leiaşi valori este 32; pentru valoarea 9 a aceleiaşi variabile, cele două 
frecvenţe sînt, respectiv, 39 și 4, 

În mod analog, definim frecvenţa relativă (sau, pe scurt, frecvenţa) 
cumulată crescătoare și frecvenţa cumulată descrescătoare. 

Se numește frecvenţă cumulată crescăloare a unei valori z a varia- 
bilei suma tuturor frecvențelor valorilor care apar pină la « inclusiv, iar 
frecvența cumulată descrescătoare suma tuturor frecvențelor valorilor care: 
apar de la z inclusiv, 

Rezultă că frecvența cumulată crescătoare este exprimată şi de ra- 
portul dintie frecvenţa absolută cumulată crescătoare şi efectivul total 
al populaţiei, iar frecvența cumulată descrescătoare de raportul dintre 
frecvenţa absolută cumulată descrescătoare și efectivul total al populației. 

În cele ce urmează, prin frecvență cumulată vom înțelege frecvența 
relalivă cumulată crescăloare. O tabelă statistică poate fi completată 
cu aceste frecvenţe. Tabela 3 completată devine tabela 10. 


Tabela 10 
Frec-| Frecvența Frecvența 
Drocvenţa | Erecvea 
Mota | YSRiA| Preeventa | cumolata | absolută cumulata sări 
A, deaenea | aSurmuiată, |aagciRulall e | „Eumiiată 
Catoara 
2 1 0,025 40 1 1 0,025 
3 e) 0,025 39 2 0,975 0,050 
4 2 0,050 38 4 0,950 0,100 
5 4 0,100 36 8 0,900 0,200 
6 2: 0,175 32 15 0,800 0,375 
7 15 0,375 25 30 0,625 0,750 
8 6 0,150 10 36 0,250 0,900 
9 3 0,075 4 39 0,100 0.975 
10 | 0,025 1 40 0,025 3 


Observaţie. Frecvența absolută cumulată crescătoare (descrescătoare) a va- 


lorii z ne dă numărul de unități corespunzătoare valorilor strict mai mici (mai mari) 
sau egale cu . Astfel, numărul din linia a 5-a şi coloana a 5-a a tabelei 10 ne spune că 
există 15 elevi cu note mai mici sau egale cu 6 (deci cu note de 2, 3, 4,5, 6). Pe acecași 
tabelă citim că există 30 de elevi cu note mai mici ca 8, sau 10 elevi cu note mai mari 
decit 7 ete. Putem interpreta, de asemenea, datele din coloanele 6 şi 7. Astfel, putem 
spune că 0,1 = 10% din elevi au note mai mici de 5 (deci note de 2, 3, 4), că 0,1 = 10% 
au note mai mari decit 8 (deci 9 şi 10), că 0,2 = 20% au note mai mici ca 6 cte. 
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Noţiunile introduse în raport cu valorile individuale ale variabilei 
pol fi extinse şi în cazul tabelelor cu clase de valori. 
absolută a unei clase este numărul de unităţi corespun: 


variabilei care aparțin clasei respeclive, iar frecvenla relativă (frec- 


ttel, frecvenţa 


toare valorilor 


i efectivul 


enţa) a unei clase este raportul dintre frecvența sa absolută ș 
total al populației. Astiel, tabela 6 rezultă că frecvenţa absolută 
7 


a clasei 160—165 este 7, iar frecvența sa relativă este 


120 
e frecvența absolulă cumulală crescăloare a unei clase suma 


Se numeş 
frecvențelor absolule ale tuturor claselor care upar pină la clasa conside- 
rală inclusiv. 

Se numeşte [recvenţă ubsolulă cumululă descrescăloare a unei clase 
suma frecvențelor absolule « luluror claselor care apar de lu clasa con- 
siderală inclusiv. 

Completînd cu aceste frecv 


nțe tabela 6, obţinem tabela 11. 


Tabela 11 


| ei Frecvența absolută | Frecvi si 
Clean ad valori Frecvența (iriinterri rai gre 
crescătoare deserescâtoure 
| „160 2 120 
10 165 Fi 118 
| 13 —170 16 va 
170 173 37 93 = 
| 175 — 180 0 55 
| 180 — 188 EN) 18 
| 185 — 190 2 7 


Cum se face citirea unei astlel de tabele ? 


Frecvența absolută cumulată crescătoare a unei clase ne dă numă- 
vul de unităţi corespunzătoare valorilor mai mici (strict) decit limita 
superioară a intervalului, iar frecvența absolută cumulată descrescătoare 
ne dă numărul unităţilor corespunzătoare valorilor mai mari (sau egale) 
Astfel, din tabela 11 rezultă că dintre 
anele măsurate 62 au înălțimi sub 175 cm, 95 de persoane au cel 


lime ete. 


su limita inferioară a intervalului 
pe 


pulin 170 em înă 


s 
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Frecvența relativă cumulată crescătoare (frecvenţa cumulată) a 
unci clase este suma frecvenţelor claselor care apar pînă la clasa con- 
siderată, inclusiv, sau, ceea ce este totuna, raportul dinire frecvenţa 
absolută cumulată crescătoare și efectivul total al populaţiei. În mod 
analog se delineşte frecvenţa relativă cumulată crescătoare a unei clase. 


Din tabela 11 rezultă că frecvența cumulată a clasei 175 —180 este 


102 
120 
înălțimea sub 180 cm. Frecvența cumulală descrescătoare a clasei 
165—170 este 0,925, deci 92,5%, din persoanele considerate au înăl- 
țimea de cel puţin 163 em. 


Vom spune că 85% din persoanele măsurate au 


4. Serii cronologice 


“Tot în cadrul seri 


lor statistice sînt incluse şi aşa-numitele serii 


cronologice care prezintă evoluția în timp a unor mărimi. 
azul unei tabele corespun- 
ş În caz a unei t abele core pun rabala XE 
zătoare unei serii cronologice, în 
prima coloană sînt trecute anumite "Temperatura 
și Data ră 
momente sau intervale de timp, 
iar în coloana a doua valorile co- 15 iulie 1060 20 
i si oii 15 iulie 1061 22 
respunzătoare ale mărimii cons 1962 19 
if on FA 1963 15 
derate. Asttel să presupunem că se 196.1 20 
soi Ei și i a 1965 20 
ăsoară ler a a ape i la i 
măsoară temperatura apei unu e 1966 ei 
într-un anumit punel, în liecare an, 15 iulie 1967 20 


5 iulie ora 12, iar rezultatele 
la 15 iulie ora 12, iar rezultatele Tabela 13 


i si E e N 2 
obținute sint trecute în tabela 12. NUMĂRUL ABSOLVENŢILOR 


În coloana stingă avem trecule UNEI ŞCOLI 
momente precise de timp. spre deo- 1950— 1954 1000 
Sa pica st = 1935—1959 997 
sebire de tabela 13, unde, în co- 19601964 1002 
loana stingă, avem trecute intervale 106 ide A] 
de timp. (În tabelele 12 și 13 datele sînt imaginare) 
5 — Elemente de teoria probabilităților — cd. 322 65 


$ 2. Reprezentarea grafică a seriilor statistice 


în acest paragraf ne vom ocupa de reprezentarea grafică a se 
statistice cu o singură caracteristică. Reprezentarea grafică a unei 
serii este uneori foarte sugestivă, ea contribuind la o primă interpre- 
tare intuitivă, pe cale vizuală, a datelor. Deseori reprezentarea grafică 
sugerează însăși legea pe care o urmează fenomenul studiat. 


1. Reprezentarea grafică a se 
cu caracteristică calitativă 


Reprezentarea acestor distribuții constituie un capitol deosebit de 
important al reprezentării grafice, dat fiind că ilustrează, prin desene, 
anumite rapoarte numerice. Gralicul corespunzător poartă numele de 
diagramă. 

Să considerăm, de ex: 
diferite intervale (clase) de vit 


plu, distribuţia m leculel r de azot pe 
la temperatura de 421 K (tabela 14). 


Tabela 14 


Domeniul vitezelor (m/s) Procentul cin numărul total de molecule de azot 
(Clase de Viteze) care au vitezele în limitele specific; 
(Frecventa relativă) 


0 vs 100 . . . . . . . . . . . Pi 0 
100 vs 300 s . . . . . . . . . . Di 12 % 
300 - vs 500 . . . . . . . . . . . . 30 
500 vs 700 . . . . . . . . . . . . 29 4 
700 vs 1000 . Fi . . . . ă . . . E: . 23% 

1000 e * * . . Pi . . . . . . . 54% 
Total molecule 100 


Datele pot fi reprezentate prin dreptunghiuri de baze egale și cu 


înălţimi proporţionale cu procentele sau prin sectoare de cere, cu un- 


uhiurile proporționale cu aceleaşi numere (fig. 1). 
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05% > 


06% 12% 30% 29% 27% 54% 


Fig. 1 


2. Reprezentarea seriilor cu caracteristică cantitativă 


Seriile cu caracter 


ică cantitativă se repre grafic în raport cu 

pe fiecare dinlre axe 

are grijă ca alegerea să uşureze 

or dorite, cit şi ca desenul să rămînă în cadrul hîrtiei. 
a) Reprezentarea în baloane. Această reprezentare foloseşte mai 

ales pentru seriile în care variabila ia un număr mai mic de valori, 
Să considerăm datele din tabela 15. 


un 


tem de axe rectangulare. Alegerea uni 
este la îndemina 


atisticianului, ca 


obținerea concluz 


Tabela 13 


DISTRIBUȚIA FAMILIILOR DINTR-UN 


BLOG DUPĂ NUMĂRUL COPIILON 3 25 
- EI 
Nr. de copii Frecvența absolulă S2 
v 6 Si, 
[7 
+ Lă 
5 0 ai 
[j Me ar: 
7 Ar. copi 


Fig. 2 


Oblinem reprezentarea în batoane din figura 2. 
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Deci. pe axa orizontală sînt trecute punctele reprezentind valorile 
variabilei şi din aceste puncte se ridică segmente verticale de lungime 


egală cu frecvența absolută sau relativă a valorii respective. Segmentele 
ridicate sînt măsurate cu unitatea de pe Oy. 

b) Bistogramă. Fiind dată c 

serie cu clase de valori de am- 

itudini egale, i isto- 

pisrniBuria uxon prese pupă Plitudini egale, obținem histo 


PE EN rama acestei serii Juind pe 
axa orizontală o succesiune de 


Tabela 16 


Mărimea 


Frecvența Frecvența S piine eva TRAI îi 
diametrului, iti re Eezeaal A segme nte egale, reprezentind am 
plitudinea claselor, și _ridicind, 
10 10 pe fiecare din aceste segmente 

15 25 A pg i Ia 4 i; 
ez 3 î5, considerate ca baze. lreptun- 
40—50 15 52 ghiuri de înălțimi piuporționale 


50—6 Li : 
db La cu frecvențele (relative sau ab- 


solute) ale claselor respectiv 


Histograma corespunzătoare din tabela 16 este dată în figura 3, 
Histograma cctespunzătoare tabelei 11 este dată în figura 4. 

€) Dacă din mijlocul fiecărui segment de pe zontală ridicăm 
segmente proporţionale cu frecvențele claselor corespunzătoare fiecărui 
segment şi unim printr-o linie poligonală extre- 


Xa ori 


mităţile superioare ale acestor 


segmente, ob- 


2 tinem poligonul frecvenţelor. Astfel, poligonul 
1 Irecvenţelor corespunzătoare tabelei 16 este 
î dat în figura 5. 
10 20 30 40 50 60 d) Dacă aceleași punete de la alineatul 
Fig. 3 precedent le unim, nu printr-o linie poligonală, 
4 
A 20. 


155 160 165 170 175 180 185 1% 10 20 30 40 50 60 
Fig. 4 Fig. 5 
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ci printr-o curbă, obținem curba de ] 
distribulie a seriei respective. 120 

Poligonul frecvenţelor cumulate 1] 
(crescătoare) se obţine unind printr-o 4-A 
linie poligonală punctele (2, y), unde z 5 
este extremitatea dreaptă a intervalului gg 
unei clase, iar y frecvența cumulată zp 
a clasei respective, la care mai adăugăm oL_=— 
punctul (a, 0), unde a este limita infe- 55 10 să 10 173 180 A85 0 
rioară a primei clase. Fig. 6 

Astfel, poligonul frecvenţelor cu- 
mulate corespunzător tabelei 11 este dat în figura 6. 

În mod analog se defineşte curba frecvenţelor cumulate descres- 
cătoare. Dacă punctele din figură le unim, nu printr-o linie poligonală, 
ci printr-o curbă, obţinem curba cumulativă a seriei considerate. 


3. Reprezentarea seriilor cronologice 


Să presupunem că într-un internat se dau zilnic note fiecărui dor- 
mitor pentru întreținerea curăţeniei. Rezultatele obţinute de un anumit 
dormitor într-o săptămînă sînt date în tabela 17. 

Diagramu corespunzătoare acestei tabele este dată în figura 7. 

În acelaşi mod se fac graficele realizărilor zilnice (săptămînale, lu- 
nare) — individuale sau colective — într-o întreprindere. Abscisele 
a poligonală sînt mijloacele segmentelor 


punctelor care se unesc prin lin 


Tabela 17 10 SNL 


L) 
Di 10 Li 
M 9 
M 9 . 
J 10 2 
V 3 9 
Ss 1 i 
D 3 4 MM v 50 
Fig. 7 
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reprezentind intervale de timp (sau punctele reprezentind momentele), 


iar ordonatele, valorile mărimii considerate, în intervalul de timp co- 
respunzător. 


$ 3. Elemente caracteristice ale unei seri 


statistice 


In'cele ce urmează vom numi valoarea centrală a unei clase de variație 
media arilmelică a extremităților aceslei clase. Asttel, 


valoarea centrală 
a clasei 165—170, din tabela 11, este 167,5, 


1. Modul 


Modul sau dominantă a unei serii stalislice se numeşte valoarea carac- 
teristicii corespunzătoare celei mai mari frecvenţe, în cazul cind valo: ile 
caracteristici sînt date individual, şi valoarea centrală a clasei cores- 
punzătoare celei mai mari frecvenţe, în cazul variabilelor continue, cînd 
se dau clase de variaţie. Această noţiune prezintă interes mai ales în 
cazurile cînd avem o singură dominantă. 


În cazul prezentat în tabela 3, dominanta este 7, iar în cazul tabe- 
lei 11, este 177,5. 


2. Mediană 


Mediana unei serii este un număr z astiel că există tol atitea unităţi 


statistice corespunzătoare valorilor < z, ca şi cele corespunzătoare 
valorilor > z. 
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Dacă o caracteristică ia valorile 
1, 3, 3, 3, 4,5,6,6,7,8,9, 


atunci 5 este mediana, deoarece există 5 valori <5 şi 5 valori > 5. 
Dacă avem valorile 


1,3, 3, 3, 4,5,6,7,7,9, 


„atunci vom lua ca mediană media aritmetică a numerelor situate la 
mijloc (dacă ele au fost în ordinea mărimii). În acest caz, mediana este 
4,5. Uneori se consideră ca mediană oricare din cele două numere. 

Cum se calculează mediana, în cazul unei variabile continue, vom 
arăta pe un exemplu. Să considerăm pentru aceasta tabela 16. 

Dacă piesele ar fi aranjate în ordinea diametrelor lor, ne propunem 
să calculăm diametrul celei de-a 30-a. Diametrul acestei piese este cu- 
prins între 30 şi 40 mm. Clasa 30—40 are frecvența absolută 12. Vom 
presupune că diametrul celor 12 piese corespunzătoare crește uniform 
de la 30 la 40. Deci creșterea diametrului de la o piesă la următoarea 


este 4923 . pe de altă parte, a 30-u piesă a populaţiei este a 30—25 = 


12 
= a B-a piesă a clasei (deoarece există 25 de piese cu diametrul < 30). 
Deci, diametrul celei de-a 30-a piese este de: 


A £ 0— Sa 
30 + (30 — 25) x a = 34,17 (mm). 

3. Media aritmetică 

DACĂ dura 0as: careva SINE VAlOTI, Ba e, 
ştie că media lor arilmelică este | 

Valoarea Frievenţa 
atace ea she no ek a 
= | *, m 

Fiind dată distribuţia unei variabile z, La TA 

valoarea medie a variabilei respective 


este 


2 Dai + 


mat 


Va 


E aa, (1) 
Un 


TI 


Dacă N=y,+ya+.:-4+y, este efectivul total al populației, 


atunci 


i. i 
ze + art 
i 


+. frecvenţa relativă a valorii 2; (i=1,2 
N 


E => if t sfat o et Zane 
Expresia (1) are într-adevăr semnificalia unei medii aritmetice. 
Variabila x ia, după cum reiese din tabelă, de y, ori valoarea z,, de pe 
ori valoarea za ş.a.m.d. Deci, pentru a calcula valoarea medie a varia- 
bilei, calculăm media aritmetică a numerelor 


sau, dacă notăm cu f/; = 


Di Daoeaic n Ea n aia aa) 5 e 


m ori y> ori Y„ ori 
şi obţinem chiar expresia din membrul drept al reiației (1), Această 
expresie se mai numeşte media aritmetică ponderată a numerelor z,, 
ay ss ms DUMETELE Ju, Va -- ++ Ya fiind ponderile respective ale acestor 
valori. 
Dacă vom considera datele tabelei 
clasă la notele la matematică este 


rezultă că media pe întreaga 


10X1+9xX3+8xX6+7x15+6X7+5xX4+4xX2+9x12x1 6 po5 
40 i 
Cazul seriilor cu variaţie continuă îl reducem la cazul precedent, 
substituind fiecare clasă cu valoarea sa central 
Astfel, în exemplul prezentat în tabela 16 se obțin datele din tabela !£. 


Tate: 

Marimea Erecvenţa absolută | Valoarea centrată i | 

diametrului vu, VW | 
10—20 10 15 15 
20—30 15 25 375 
30—40 12 35 420 
40—50 15 45 675 
50—60 s 55 410 
Do EXIL) 


34,3. 
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Dacă vrem să lucrăm cu numere mai mici decit cele ce ne sînt date 
în tabele facem următoarele observalii : avem, pentru orice i 


Zi = Zo + (zi — o) 


i = Zoe + (Ze — Xo)yie 


Diînd lui i valorile 1, 2, ....n, obţinem n relaţi 
termen cu termen, ne dau 


care, adunate 


Rai —F Zoe teo F Tun = Zola ot Wa ee Um) 


+ (Zi — 20) + (e — 2o)ya e (Ta — Xo)Un 


sau, împărțind cu N = yit yahoo 


ut (ra — 


ee (a = 20, 


Această relație mai poate [i scrisă: 


ra + Za 


În exemplul precedent, luînd za = 35, avem calculele prezentate 
în tabela 19. 


Dă Tabela 19 


Clase aia ze | (2, — zu, 


—200 
—150 
0 

150 
160 


20 
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4. Dispersia 


Fiind date n valori z,, 22 
dispersia acestor valori mărimea 


E DP C.M i m CB a ARE, A. a ai 


=» Ta, a căror medie este £, se numește 


o 
n 
Fiind dată seria statistică : 
Valori 2, Frecvența absolută, | unde N = puya şi 
Lă 
Za fala + «+ tale. sînt, res- 
zi, m N : 


22 A 
i 3 pectiv, efectivul total al populaţiei 
și valoarea medie, dispersia cores- 


ta Yn 


punzătoare este 


ă, 


a (a — Ea te (a — pa ke eee + (a 
e N 


d DD 


Mărimea 


Ea 
se numește abaterea medie pătratică. Ea se exprimă în aceleași unităţi 
ca şi caracteristica seriei. 


În cazul caracteristicilor continue se substituie fiecare interval de 
variaţie prin valoarea sa centrală. 


Să dăm şi o altă formă dispersiei. Vom dezvolta expresia 
= [za — pa + (a — ya et (2 — 29] 
şi obținem 


9 = brâie ziua — 22(zut za pa + ee + 
CF nun) -t Eu e ga ohne ga] = IERI ati 


(230 + 2 zii + 2ive — a ge, & 
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Deci : 


E 
am fi înlocuit mărimile z; prin 2; — 9, unde 2, este o con- 
stantă, am fi obținut 


(ea — oda + (as — e (a — Ion 


Ea 


unde prin î* am notat media aritmetică a mărimilor 2, 23, . 
ponderile y,; a -:-s Ju. Am regăsit o proprietate a dispersiei unei va- 
riabile aleatoare. 

Dispersia. sau mai bine zis abate! ătratică, indică gradul 
de imprăştiere a valorilor în jurul valorii medii. O valoare mică a aba- 
terii indică o pronunţată grupare a valorilor în jurul mediei aritmetice. 

Să completăm tabela 19 cu datele necesare calculului dispersiei o?. 
Vom calcula o* atit direct, cit și folosind formula (27). 


a medie 


Luăm 2 = 35 și știm că £ = 34,3. Se obţin datele din tabela 20. 
Tabela 20 
Clase |! tea | e [uz | aa, — 
10- 400 | 372,49 4.000 3 724,90 
20-30 100 86,49 1500 1.297,35 
30—40 (1 0,49 0 5,88 
10-30 100| 114,49 1500 1.717,35 
30-60 400 | 428,49 | _3200 3 427,92 
10200 | 10 173,40 
Deci : 
da e0 LB: ua 109,8 
60 
- sau folosind (2): 
Di 5 X 10.200 — (34,3 — 35) = 169,5. 
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Se observă că, alegind convenabil valoarea lui zg, calculele se simplifică. 
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$ 4. Sondaje 

1. Generalităţi 

Am văzut că în statistică întîlnim diverse populaţii, alcătuite 
dintr-un număr mare de unităţi, care pot fi persoane, obiecte, infor- 
maţii etc. Studiul direct al populațiilor statistice este de multe ori greu 
de realizat din cauza numărului mare de unităţi. Un asemenea studiu 
poate fi prea costisitor şi să pretindă prea mult timp execuția lui. 
Alteori, dacă numărul unităţilor nu este determinat, ca de exemplu 
numărul pieselor pe care le poate face o maşină, populaţia totală nu 
poate fi evaluată. În toate aceste cazuri, pentru a culege informaţii 
privitoare Ja populaţia considerată, efectuăm o statistică numai pentru 
o fracțiune din populaţia totală şi rezultatul obţinut îl extindem pentru 
toată populaţia. Spunem că am executat un sondaj, iar fracțiunea din 
populația totală, pentru care am făcut statistică, poartă numele de 
eşantion. 

De exemplu, la o policlinică s-au prezentat într-o lună 23 000 de 
persoane. Vă interesează distribuţia pe virste a acestor bolnavi. Pentru 
aceasta, din fişele întocmite pentru fiecare bolnav în parte, se aleg la 
întîmplare 1000 de fişe. Efectuăm statistica pe virste pentru bolnavii 
corespunzători acestor 1 000 de fișe. Am făcut astlel de sondaj în baza 
unui eşantion de 1000 de unităţi, dintr-o populaţie totală de 23 000 de 
unităţi. Deoarece fişele au fost scoase la întîmplare, putem presupune 
că modelul, matematic pentru operaţia pe care am făcut-o este dat de 
o urnă în care se găsesc 23 000 de bile şi extragem la întîmplare 1 000 de 
bile, adică un eşantion de 1000 de bile. Cunoscînd statistica referitoare 
la eşantion, ne propunem să căpătăm informaţii privind populaţia 
totală. Evident, informaţiile le putem căpăta cu o anumită probabilitate. 

Sondajele sînt mult folosite în practica statisticii. Unele dintre ele, 
numite sondaje de opinie, sînt făcute cu scopul de a afla părerea unor 
oameni în vederea alcătuirii unui program, unei lucrări ete. De exemplu, 
în vederea îmbunătăţirii programelor de radio, se poate cere părerea 
abonaților pe baza unui sondaj de opinie, trimiţîndu-le un chestionar 
pentru completare. 

Avem două cazuri, după cum aplicăm schema lui Bernoulli sau 
schema hipergeometrică. 
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2. Schema lui Bernoulli 


Să considerăm mai întîi urna lui Bernoulli, pentru care probabili- 
tatea de a scoate o bilă albă este p. Efectuăm n extracţii succesive din 
urnă, punînd de fiecare dată bila extrasă înapoi în urnă. Fie 


[= 
3 


frecvenţa numărului de bile albe obţinute în n extracţii. Ne intere- 
ssează probabilitatea dublei inegalităţi 


np = Iapa < a < np + apă, 41 —p 


fas [ — RL, p+ A]; 
n n 


unde k este un număr real. 
a = [np + KV apa) 
)- ) Capoq-*, 


Această probabilitate este 
a = Inp Vara 


sau 


unde [a] este cel mai mare număr întreg cuprins în a. 

Probabilitatea de mai sus a fost calculată pentru diferite valori 
date lui p, &, n; s-au întocmit tabele numerice în acest scop şi s-a con- 
statat că, dacă este îndeplinită condiţia 


npq > 9 


se obţin următoarele rezultate numeric 


i |. e e — vas, P+ as /2]) = 0,950; 
prejos Ei pre El] om 


[robe Vo 


(AA 


Se observă că probabilitățile din membrul al doilea sînt foarte 
mari. Deci, în afară de rare excepții, frecvenţa [este cuprinsă în in- 


tervalul 
[o e pier], > 1.96. 


Vom da cîteva aplicaţii ale formulelor (3). 

Aplicația 1. La o mașină, din 1000 de piese 25 sint rebul, 
Să se determine, cu probabilitatea egală cu 0,95, un interval în care se 
găsește numărul de piese bune din d 000 de piese [abricale. 

Sintem în cazul schemei lui Bernoulli. 

Aplicînd prima formulă din (3), avem 


P [n o € (i = ao || - . 
An 


0.975 + 1.96, E 2 


II) 


deoarece p = 0,975, 4 = 0,025, n = 5 000. 
Efectuind calculele, obținem : 


Plfs o E (0,9707 ; 0,9793)] = 0,95. 


Numărul pieselor bune se găseşte înmulțind frecvenţa cu 5 000 şi ob- 
ținem : 


P[5 000/4 mo (4 853 ; 4 897)] = 0,93. 


Cu o probabilitate egală cu 0,95, vom găsi un număr de piese bune cu- 
prins între 4 853 şi 4 897. 

Aplicația 2. 51%, dintre copiii nou-născuţi sint băieţi și 49 A 
fele. Să se delermine, cu o probabilitate egală cu 0,99, între ce limite variază 
numărul băieților la 10 000 copii născuţi. 

Sintem în cazul schemei lui Bernoulli cu n — 10 000, p =0,51, 
q = 0,49. 

Condiţia npg > 9 este îndeplinită. 
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Deci: 


o ral]//_0;51320449.. 
Pace =(0;51 2,58) 221 09 Spa 0,51 vass) 


51.X 0.49 o: 
10 000 


Plfio o0o E (0,4971; 0.5229)] = 0,99. 


Deci, cu o probabilitate egală cu 0,99, la 10 000 copii nou-născuţi 
numărul băieţilor va fi cuprins între 4 971 şi 5 229. Dacă o statistică 
efectuată într-o anumită regiune dezminte acest fapt, înseamnă că în 
acea regiune nu putem admite că probabilitatea, ca un nou-născut să 
fie băiat, este egală cu 0,51. 

Aplicația 3. S-a arunca! un zar de 600 de ori şi s-a obținut 
fala 1 de 70 de ori. Se poale admile că zarul a fost just, adică probabili- 
tatea de a obține o faţă dală este 1/6? 


Sîntem în cazul urnei lui Bernoulli cu p = 


1 pei au 1 V AȚI 
p AL 06 || ii, 41,98 PE DD | Sa 
[2 “| Li "| sooo "6 at 18) 600 6 6 ]] 2 


Plfaoo (0,1368 ; 0,1965)] = 0,95. 


Numărul î se găsește în afara intervalului (0,137; 0,197). Pro- 
babilitatea ca să obţinem un număr în afara intervalului este 0,05. 
Această probabilitate fiind mică, conchidem că.nu putem admite ipo- 
teza p = 2 adică zarul nu e just. În aplicaţiile teoriei probabilităților 
se admite că trebuie să considerăm ca anormale evenimentele care se 
produc rar, cu o probabilitate mică. 

3. Schema hipergeomelrică. Se pot stabili intervale care cuprind cu 


mare probabilitate şi frecvența corespunzătoare schemei hipergeome- 
trice. Să considerăm astfel o urnă, în care avem a bile albe și b bile 
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. Extragem din urnă n < N bile, 


frecvenţa numărului de bile albe obţinute în n extracţii. 
Caleulindu-se membrul al doilea al acestei egalităţi pentru diverse 
valori ale lui p, n, 


s-a constatat că pentru 
npq > 9 


avem formulele : 


BUNA pa nos 2 Ales 2] oo: 
A n N 1 


Li B+ 258] 23|] 0.990 ; 
nN—1 


p [A <|p = sa: FR A SR a fura Oa oo. 
n n N = 


În intervalele de forma 
| k > 196, npq > 9 


P [A <|p — 1,96 


pf aN=n 4 2 n 
[ m ai PI n 


frecvenţa'/, este cuprin cu probabilităţi foarte mari, conform formu- 
lelor (4). Pentru alte valori decit k 1.96, k =2,58,-k: =3 au fost 
întocmite tabele numerice, pe care noi însă nu le folosim, pentru exem- 
plele din această carte. fiind suficiente aceste trei valori date lui k. 

Aplicaţie. Într-un oraş cu 1 756 000 de locuitori sint 157 320 mai 
virslnici de 65 ani. Câţi locuilori depășesc virsta de 65 de ani într-un sector 
al oraşului cu 420 000 de locuitori ? 

Locuitorii din sector reprezintă un eșantion din numărul total al 
locuitorilor din oraş. Sintem în cazul schemei hipergeometrice cu 


N = 1756 000, n = 420 000, p = —197320 


= a = 0.0896, q = 0,9104. 
1756 000 
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Vom aplica formulele (4) cu o probabilitate egală cu 0,99: 


P| faza oa e [0,0896 — 258] 0,0896 x 0,9104 1756 000 — 420.000. 
420 000 1756 000 —1 


0,0896 +- 2.58] 0,0896 x 0,9104. 1 756 000 — 420 000 | = 0,99. 
120 000 1756000 — 1 


Plfaza oa E (0,088598 ; 0,090582)] = 0,99. 
Prin urmare, cu probabilitatea 0,99, frecvența fszo ooo se găsește cuprinsă 
în intervalul (0,088598 ; 0,090582). Pentru a găsi limitele în care va- 
riază numărul locuitorilor mai vîrstnici de 65 de ani în sectorul consi- 
derat, trebuie să înmulţim rezultatele obținute cu 420 000. Notînd cu M 
acest număr, găsim 
37 211 < M < 38 044. 

Cu o probabilitate egală cu 0,99, M se găsește cuprins între 37 211 și 
38 044. 

4. Inlervale de încredere pentru delerminarea probabilității în cazul 
sondajelor de volum mare. 

Inegalităţile de care ne-am ocupat pînă acum sînt de forma: 


np — Knpa < a < np + Iapa 
Notiînd, pentru simplificare, 
fa = 


inegalităţile de mai sus pot fi scrise succesiv: 


Ip=—ri <a 


Ip—rks<e; 


(i jr Eje = 2(7+ mr <o. 


pi <p be 


6 — Elemente de teoria probabilităților — cd. 322 ai 


unde p, şi ps: sînt rădăcinile ecuaţiei : 


(1 + Ep —a(r+ Ep po, 


“Cum k s 3, pentru eşantioanele mari, adică pentru valori ale lui?n 
:suficient de mari, putem lua 
| TED, 
n 


pa fr EL 


„Avem” deci, pentru eșantioanele mari, 
pa] < Pe prior] 
n n 
YFormulele pot fi scrise sub forma: 
ep e k- 1.90 [E feţe 16 [22|] = 0,950; 
n n 


(3) P| pe [r — 2,58 Ei P+ 2,58 |e=2] 0,990; 


P|p = [r-syE22 D p+3 V2]]- oao7. 


pentru k = 1,96; 2,58; 3. 
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Intervalul 


| + EA, pik pa) 


poartă numele de interval de încredere. Acest interval are extremit. 
aleatoare și cu o probabilitate dată conține valoarea p a probabilității 
teoretice. La fel, pentru eșantioane mari, formulele (4), referitoare la 
schema hipergeometrică, sînt echivalente cu 


P[p e [e 1 We E esa [+ nas] 


wo e [r = 2.58) Dee n 2.58)/£ 


n N-—1 n 


P|e = |r A ae Nr, f+3 EP Jose 
n N—1 


Aplicația 1. Într-un oraș au fost sancționați în limpul unui an 
15 300 de conducători de aulomobile peniru abateri de la legile circulației. 

Efecluindu-se un sondaj, s-a constatat că, din 2000 de conducători 
sancționaţi, 590 au fost femei. 

Să se evalueze numărul tolal de femei sancţionate. 

Modelul matematic pentru această problemă este dat de o urnă 
"în care aveim bile de două culori. Numărul total al bilelor este de 15 300. 
Efectuîndu-se din această urnă 2 000 de extrageri, lără ca să te pună 
bila extrasă înapoi în urnă, s-a găsit că frecvența apa 
este 


UP N 


ei bilei albe 


Sondajul s-a făcut în modul următor: s-au ales la întîmplare 
2000 de conducători sancționaţi din totalul de 15 300, avind gr 
ca nici unul dintre ei să nu fie ales de două ori. Este același lucru ca şi 
cum într-o urnă am așeza 15 300 de bilețele, în care sînt trecute numele 
conducătorilor sancţionaţi, şi am scoate 2 000 dintre ele. Bileţelele sînt 
de două feluri: unele conţin numele conducătorilor femei și altele ale 
conducătorilor bărbaţi. Deci, sintem tocmai în cazul schemei hiper- 
geometrice. 
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Aplicînd formulele (4”) obţinem, ţinînd seama că N = 15 300, n = 2 000, 


590 
= = 0,295; 
Inna) along 20, 
Pl» < (0.295 — 1,96 ]/0:295 3 0.705. 15300 — 2000 — 
E, i : 2000 15/800'zd ? 
0,295 ++ 1,96 ]/ 0255 2 0.705 15305 — 2000 )) = 0,95; 
2000 15300 —1 


95 x 0,705 13300 
0;295 — 2,58 ]//0:205:x 0.7082 ; 
PÎp î ( i /A 2000 15299 


0,295 ++ 2,58 /A 0,255 X 0,705. 13 300 )] 0,99; 
2000 15 299 


Pe ai (0.295 Ei se x 0.705 13 300 + 
2000 15 299 


fe 
Qida5 ia să A 15 209 


Efectuînd calculele, găsim : 
P[0,276 < p < 0,314] = 0,95; 
P[0,270 < p < 0,320] = 0,99; 
P[0,266 < p = 0,324] = 0,997. 
Prima egalitate ne arată că probabilitatea, pe care n-o cunoaștem, 
a un contravenient, luat la întimplare, să fie femeie, este cuprinsă în 
intervalul (0,276; 0,314). Acest fapt se produce cu probabilitatea 0,95. 
Intervalul (0,276; 0,314) este un interval de încredere cu probabili- 
tatea 0,95 


„13300 ) = 0,997. 


intervalul de încredere creşte, este evident că şi probabilitatea 
corespunzătoare creşte. Astfel, probabilitatea evenimentului p < (0,266; 
0,324) este 0,997. Sîntem aproape siguri, în afară de 3%, cazuri de ex- 
cepţie, că probabilitatea necunoscută, p, ca un contravenient să fie 
femeie, este cuprinsă în intervalul (0,266 ; 0,324), 

Am arătat că, notînd prin p probabilitatea de a scoate o bilă albă 
la schema hipergeometrică, valoarea medie a numărului de bile albe 
“obținute în N probe este N. Prin urmare, pentru a determina inter- 
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valul în care se găseşte numărul de femei contraveniente, trebuie să 
înmulţim rezultatele găsite pentru p, cu N = 15 300. 

Găsim astfel, dacă notăm prin A numărul total de femei contra- 
veniente, 

P [4228 < A < 4799] =0,9%, 
P [4138 <A < 4889] =0,99, 
P [4077 <A < 4 950] = 0,997. 

"Cu o siguranţă dezminţită în 3% din cazuri, putem afirma că 
numărul de temei dintre cei 15 300 de conducători sancționaţi este 
cuprins în intervalul (4 077, 4 950). 

Aplicația 2. O mașină aulomală a fabricat 5000 de piese, 
dintre care 243 nu sînt acceplabile. Care este probabilitatea ca maşina să 
fabrice o piesă rebul ? 

Admitem că probabilitatea ca maşina să labrice o piesă care să 
mu poată fi acceptată rămîne aceeași în timpul fabricaţiei. Fie p această 
probabilitate. Fiecărei piese i se ataşează o variabilă aleatoare, care cu 
probabilitatea p poate să ia valoarea 1, adică piesa este inacceptabilă, 
și cu probabilitatea g = 1 — p poate lua valoarea 0, adică piesa este 
acceptabilă. Obţinem astfel, fabricind un număr n de piese, un şir de 
variabile aleatoare, care presupunem că sint independente între ele. 
Se vede că, schematic, ne situăm în cazul unei urne în care avem bile 
de două culori şi efectuăm extrageri succesive, punind de fiecare dată 
bila extrasă înapoi în urnă. Modelul matematic al aplicaţiei de mai sus 
este dat deci de schema lui Bernoulli, în care probabilitatea de realizare 
a evenimentului în fiecare probă este p. Putem deci aplica formulele (3). 


Avem : n —5 000 fe amo = 20; 
5 000 
P|p < [a — 258 || 22 (i - 2 > Us ee ; 
5.000 sep | 5000 ] 5 000 


243 E; 
cj 2.58 || 22 a ja | 0,99; 
5 000 5 000 ) 5 000 


P|p e (E 204, a )) = 0,99. 
5.000” Esca] 


Cu o probabilitate egală cu 0,99, probabilitatea teoretică de a avea 
un rebut se găseşte cuprinsă în intervalul (0,041; 0,056). 
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Probleme 


1. Să se dea exemple de populaţii statistice şi caracteristici. 

2. Stabiliţi repartiţia elevilor clasei din care faceţi parte, în raport cu număru? 
fraţilor. 

3. Stabiliţi repartiţia elevilor clasei din care faccți parte după media la matema- 
tică pe care au avut-o în clasa a XI 

4. Aruncaţi un zar de 120 de ori. Întocmiţi tabela rezultatelor obţinute. Comparaţi 
1rccvenţele absolute ale fiecărei fețe cu numărul 20. 

5. Faceţi tabela distribuţiei elevilor clasei după media la matematică și media la 
fizică obținute în clasa a XI-a (tabela cu dublă intrare). 

6. Completaţi tabelele corespunzătoare problemelor 2, 
tive și cu frecvențele cumulate, In cazul problemei 4 să se spună : la cite aruncări s-a 
obţinut o faţă cu un număr <3 puncte ? La cite aruncări s-a obținut o faţă cu un nu- 
măr >5 puncte ? 

7. In tabela 25 sînt trecute rezultatele obținute într-o cursă de 100 m de către 
40 de participanți. 


1 cu frecvențele rela- 


Tabela 25 
Timp Nr. de "Timp Nr. de 
(5) uleriatori 6) alerizători 
10,5—10,7 1 11,5—11,7 "d 
10,7—10,9 1 6 
10,9—111 2 5 
11,1—113 5 4 
11,3—11,5 7 12,3 —12,5 2 


Să se completeze tabela cu valorile centrale ale claselor, cu frecvențele relative și cu 
frecvențele cumulate. Să se citească pe tabela obținută ciţi alergători au realizat tim- 
puri mai bune de 11,7 s. Care este procentul de alergători care au realizat timpuri mai 
bune de 11,5 s? 

8. Să se reprezinte grafic, în batoane, seriile de Ja problemele 2, 3, 4. 

9. Să se construiască histosrama, polionul frecvențelor şi poligonul fre 
cumulate crescătoare pentru seria din problema 7. 


nțelor 


10. Să se calculeze dominanta, mediana şi valoarea medie (media aritmetică) 
pentru seriile de la problemele 2, 3, 4 

11. Să se stabilească timpul mediu realizat pe 100 m de către 40 de alergători, 
ale căror rezultate sint trecute în tabela 25. : 

12. n tabela 26 este prezentată distribuţia elevilor dintr-o şcoală, după talie. 
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Tabela 26 


Talia (cm) Număr elevi 
150—154 38 
154—158 65 
158— 162 175 
162 —166 189 
166 —170 ETEI 
170—174 62 

610 


Să se completeze tabela. Să se construiască hislegrama corespunzătoare. Să se 
eniculeze şi să se interpreteze dominanta şi mediana. Să se calculeze înălțimea medic a 
elevilor şcolii. 

13. Să se calculeze disporsiile sertilor de la problemele 2, 3, 4, 7, 12. 

14. S-a aruncat o monedă de 1000 de ori și s-a obţinut o faţă de 576 de ori. Se 
poate admite că moneda a fost justă, în sensul că probabilitatea obţinerii uneia 
între feţe este 1/2? 

15. O mașină produce 6% rebuturi. Într-un lot de 1 000 de piese fabricate sint 
85 de piese rebutate. Funcţionează mașina normal ? 

16. La o bibliotecă sint, după numărul formularelor completate la inscriere, 9 760 
de cititori, dintre care 2 020 sint mai tineri de 20 de ani. Luindu-scla intimplare 500 de 
formulare, între co limite variază, cu probabilitatea 0,999, numărul cititorilor mai tiner 
de 20 de ani cuprinși în formulare ? 

17. Într-o localitate sînt 125 372 de locuințe. Dintr-un sondaj de 1200 de locuinţe 
s-a constatat că 571 dintre ele posedă spaţiu excedentar. Să se evalueze numărul total 
al locuinţelor avind spațiu excedentar. 

18. în biblioteca unei întreprinderi au fost eliberate într-un an 96 350 de fișe de 
împrumut de cărți. Luindu-se la întimplare 5 000 de fişe, s-a întocmit următoarea 
situaţie : 


Bărbaţi Femei Total 

Muncitori - 1 960 1211 3171 
Funcţionari 1010 819 1829 
Total 2 970 2030 5 000 


Se cere să se evalueze pentru întreaga colectivitate : 
1. Numărul cititoarelor. 


2. Numărul muncitorilor care au împrumutat cărţi. 
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Indicaţii şi răspunsuri 


Capitolul 1 


= 
7. A, B incompatibile: (4) = IYal ; 
n 
[3] 

3 pi 
P(B) = ——— ([]= partea întreagă a lui 7). 

n 
Şc) ip) E po) ap La ap e pg 2 

8 83 A A 2 2 


9. Caleulăm mai întii probabilitatea evenimentului contrar : ca prima fişă extrasă 
să nu conţină cifra 5. Numărul cazurilor favorabile este egal cu numărul sistemelor de 
4 cilre ce se pot forma cu: 


346,789, 


adică 9 = 6 561 şi probabilitatea căutată este 


= 0,6561. Probabilitatea din 
10.000 


enunț este 1 — 0,6561 = 0,3439. 

Observaţie. Am considerat că numărul fiecărei fişe este format din 4 cifre. Astfel, 
fişa cu numărul 1 poartă seris numărul 0001, iar cca cu numărul 35 este notată cu 0035. 
În lo de numărul' 0000 considerăm numărul 10 000. 


10. Indicaţie. Se calculează mai intii probabilitatea evenimentului contrar. 
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UL. Cele 7 cifre pot fi scrise în 7! moduri. Dacă cifrele 1 şi 2 au locurile stabilite, 
atunci celelalte cire se pot serie în 5 ! moduri. Dar cilrele 1 şi 2 pot ocupa locuri con- 
secutive în ordinea 1, 2 în 6 moduri. 


dăguna pi 2 0 aL 
TI DN) 
se 
12, = 0,015; 1 — 5 = 0,665. 
[II 6 
13. Răspuns: 7 


14. Fie A evenimentul ca prima bilă extrasă să fie albă şi a doua bilă oxtrasă să 
tie tot albă, iar B evenimentul ca prima să fie neagră, iar a doua albă. Avem de calcu- 
tat P(AU B. 


a 
Răspuns: 3 
«+8 


or de a] care se găsesc printre numerele 1, 2, îi, ++» n 


16. a) Fie k numărul multi! 
„ka. Rezultă că n= ka + r, unde 0 <r <a. Putem 


Acești multipli sînt : a, 2a, 3a, .. 


serie fL= k+ Îşi deci [=] — K. Pentru extragerea unui multiplu de a, avem k 
a a a 
«il 
k a 


rii unui multiplu de a. Deoarece 


<azuri favorabile din n posibile. Probabilitatea căuta 


5) Caleulăm mai întii probabilitatea p a oblis 


ȘI) e 

10 90 

18. Se scrie P(A, U A: U 4) = P((A, U 43) U 43) = P(A. U A) + P(A) — 
— P((A, U 42) Aa) ete. 


17. a) 


Ja fel pentru P(A, U As U AU 4: 


d E ep (eta 
2! 3! Li n! 


PUAU D= P(A) + P(B) — P(AN B) şi generali- 


20. Se foloseşte forinu 
zarea sa din problema 15. 
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Capitolul II 


30) pa) 20 
6 21 
5, 
126 


8. a) Un rezultat al experienţei € este o pereche de numere (m, n); m — numărul 
obţinut Ia extragerea din U, și n — numărul obținut la extragerea din Uz. Deci € are 
7-8 = 56 rezultate (egal) posibile : 

dC PRD Me PE De PL De PE D MC PE De PL e LI] 
2 2 0 90.082.920 Q2 7 
3948268, 363, 1)6,5) 68,06, 
4_D 4 24 9)4, DU, 594,04, 7] 
6 06,26, 3596.96, 56,06, 7 
(6, 1) (6, 2) (6, 3) (0, 4) (0, 5) (6, 6) (6, 7) 
D230, 5) 7,6) (7, 7 
(._1D (6 2 6.36. 085) (8.0) 8,7 


b) Ca eveniment legat de €,, A are 4 cazuri favorabile: 2, 4, 6, 8. Ca eveniment 
legat de €, A are 4:7=— 28 cazuri favorabile (cele subliniate în tabloul de mai sus). 


aa 
99 
10. 120, 
120 
PAL UL DAN ae Pe NR 
36 36 36 7776 7776 129% 
4 2 E î ii 4 
CSC ani SL ac A CNI îi PI ua ALU a 
iz căt i A Phiiga qi 327 CA Lil e dala 
Ab 376 
7 9 693 
at io 
4 
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Capitolul III 


1. Indicație. a) Sintem în cazul schemei binomiale generalizate, Se calculează 


coeficientul lui z? din polinomul 
7 E 4 
a BR | pe CEI bn 
20 20 ] L20 20 


9 13/18 2 
+ + - 
Ec E) | 


b) Este suma coeficienţilor puterilor a 3-a și a 4-a ale lui z din polinomul de 
mai sus. 


di 
2, Indicaţie. Probabilitatea ca ra o aruncare a zarurilor să obținem suma 7 catei 


1 
Sintem în cazul schemei lui Bernoulli, cu n = 10, p= sa 


Răspuns : 


138 
2 128 


4. Indicaţie. Probabilitatea obținerii unei feţe cu mai imult de 4 puncte la o arun- 

care a zarurilor este Sintem In cazul schemei Iul Bernoulli, cu n = 10, k= 4, pe 
3 

2 
ET 


Răspuns: Cle 


5. Indicaţie. Dacă A este evenimentul obținerii a două bile albe şi a uneia ne- 
gre din prima urnă, iar £ evenimentul obținezii a două bile albe și a uneia negre din 
următoarele 3 urne, aplicăm formula P(A UJ B) = P(A) + P(B) — P(A 2), ţinind 
cont că A şi B sint evenimente independente. P(A) se calculează pe baza schemei 
dui Bernoulli, iar P(B) pe baza schemei binomiale weneralizate. 


108 
343 


Răspuni 


6. Indicaţie. Fie p; (i= 1, 2, 3) probabilitatea obținerii a 2 bile albe şi 3 negre 
în cele 5 extrageri din urna U,. Probabilitatea cerută se calculează pe baza schemei lui 
Poisson cu n= 3, k= 2 şi eu probabilitățile pu, ps: ps. Probabilităţile p, se calculează 
fiecare pe baza schemei lui Bernouili. 


7. Indicalie. Pe baza schemei lui Poisson se calculează probabilitatea p ca, făcină 
cite o extragere din fiecare urnă, să obținem o bilă albă şi două negre. Probabilitatea 
cerută se calculează din schema lui Bernoulli, cu parametrii p, n= 5, k= 3. 


a) Să numim cele două cutii « și b. Pentru a ajunge în situaţia dată, fumătorul 
a scos de 2n—k+F-1 ori o culie din buzunar (de n ori o cutie pentru a se goli, de n—k 
ori cealaltă — pentru a-i mai din nou prima cutie — pentru a con- 
stata că este goală). Daci cin 2n—k cazuri apare de n ori cutia a şi de n—k ori cu- 
tb, în al 2n—k+l-lea caz apare e in 2n—k cazuri apare de n ori cutia b 
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și de n — Kori cutia aşi în al (2n — k-+ 1)-lca caz apare cutia be. Cele două evenimente 
legate prin sau au evident aceeași probabilitate. Rezultă că probabilitatea căutată este 
dublul probabilității unuia din cele două evenimente. Să-l considerăm pe primul. 
Probabilitatea ca în 2n — K extrageri să apară de n ori a şi de n — k ori b este 
: ne 
ca(a =] . (3) (schema binomială). 


Probabilitatea ca în a (2n — k++ 1)-a extragere să apară a este Deci proba- 


bilitatea ca „în 2n — k extrageri să avem de n ori a și de n — kori b ina (2n —k+ 1-a 
1 


extragere să avem a* este n Cine „iar dublul acestui număr este P,= 


= Gina 


b) Se ţine cont că P.+P,+...+ 7, 
9. Se aplică schema hipergeomelti 


10. Sc aplică schema hipergeometrieă, luină va + «lvl «): 
a= 10, b= 10, n= 

La punctul b): 
a=5, d=14,n=3,e=1. 


La punctul e) se adună probabili 
geometrie, 


ie referitoare la unui. “onă sau trei bilete de 


Capitolul IV 


Bote hp igo) bg VA dia 
15 Pda hd e ca it PAD e se i 7 
36 18 12 9 36 6 30 9 12 18 56 
12 4 1 
2. N A 7 
36 9 
3 458678 9 10 11 12 13 24 s 2 
3. isa le ot a „mtpalliz Ra măi 
36 18 12 9 36 6 36 9 12 18 36 18 6 9 
4 x 
[e 0,7) 
Se pe iată d, dacă n este impar ; „ dacă n este par. 
0,3 0,3 0,3 
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y; (fn i JE dacă n este impar; | A ): dacă n este par. 
1 


T, 
m 
0,5. "0,5 


| 
6. Indicaţii. P(X < 3) = P(X = 1)+ P(X =2)+ P(X = 3) se calculează ţinind 
cont că suma elementelor din al doilea rînd al tabloului distribuției lui X este 1. Răi 
punsul se poate obţine direct ţinind cont că P(X < 3) = P(Xz4) = 1 — P(X =4)= 


4 
1 z =, Ea "Trebuie totuși să ştim că distribuția este posibilă, adică 0< p < —- 


7. Se obţine același tablou ca la variabila S de la problema 1. 
au 
ş x+r . 
( 0,7 35) 


9. Indicaţie, Se calculează p şi q ţinînd cont că suma elementelor din linia a doua 
la orice tablou de distribuţie este 1. 


10. Tabloul lui X+ Y este 
a—1 
X+Y 1 


“Trebuie ca 0 să mai apară cel puțin o dată în primul rind al tabloului. 


Răspuns: a== —1. 


0 2) —2 0 2 
LE xx 2 1 |, X+X agita (98 [ci 
3 3 s 3 s 
13. LM(X)E = 441; M(X) = 5,3; M(X — D= 11; M(X—2X)> 1. 


LE ih e: PE 
n+1 


14. 7. 15. 21, 16, M(X)= 3— 


18. M(Y)= 0; D(W=1. 


19. Indicaţie. Se ține cont să calculăm dispersia a şase variabile independente, 


E 
21. Indieaţie. Se ţine cont că D:(X — Y)= DX) + DY). 
Răspuns: a= 1. 


23. Metoda 1. Dacă X este numărul de bile albe care apar în cele n extrageri, 
atunci pp= P(X = B)= Ciptqr-E (schema binomială : q = 1 — p (k= 0, 1, 2, -:-, n). 
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n n 
M(X)= Ș kpr= SI KCipta"t = np, 
=) 1=0 
n 
M(X) = SRCiptqr = n:p: + npa- 
K=0 
D*(X) = MCX) — (M(X)) = apa. 
Meloda 2. Dacă X, este numărul de bile albe obţinut la extragerea k, atunci X, 
) şi. deci M(X,) = p, D*(X,) = pg. În acest caz, numărul total 


are distribuția ( 
q 


de bile albe obţinut este 
Xa 


M(X) = M(XD + MIX) + e. + MU) = np 
„+ DX) = npqi 


şi deci 
D*(X) = DX) + DX) +. 
(Xa Xa «n: Xa independente). 
24. Se raționează ca în problema precedentă. 
ci aL) 
ZE RR AR 


Media = 10.Î-= 5; Dispersia = 10: — .— 


Capitolul V 
11. 11,62 s. cm.  Mediana.= 162,88 cm. Mediana = 
= 162,85 em, 


13. 0,1796 ; 26,76. 
14. Se aplică formula (3) cu probabilitatea 0,99. Se obţine 


om E (0,459; 0,541). 
Frecvența 0,576 iese din acest interval. Conchidem, cu probabilitatea 0,99, că 


12. Dominanta = 164 


moneda nu e justă. 
15. Aplicind formulele (3), rezultă cu probabilitatea 0,99: 


Taose & [0,041 ; 0,079]. 
Frecvența fi ma = 0,085 iese din interval. Deci maşina nu funcţionează normal. 


16. Se aplică formulele (4) pentru 


_ 2020 
9760 * 


9760, n = 500. 


[574 „ N= 125372, n= 1200. 
1200 


17. Se aplică formulele (4), avina f= 
18. Se aplică formulele (4) pentru N= 96 350, n= 5 000. Frecvenţele cores- 


punzătoare se iau din tabloul statistic. 
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